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La benevol’ accoglienza che finlelligente pub- 
blico di varie Città della nostra bella Italia ha 
gratificato alle mie operette date in luce nei 
prossimi anni trascorsi (V Aritmetica popolare, 
la Computisteria scrittura doppia e semplice, 
con modelli cc., le potenze e radici ) mi ha con 
mia soddisfazione sospinto a continuare i miei 
esercizii nell’ insegnamento della gioventù , che 
già sembra fatta accorta della utilità della istru- 
zione nelle scienze esatte , come base di quale 
che siasi disciplina. 

L’ esperienza mi ha quindi accennale le diffi- 
coltà die gli strenui giovanetti incontrano nel 
passaggio che fanno dallo Studio dell’ Aritmeti- 
ca propriamente detta all 'Aritmetica Universa- 
le ossia all’ Algebra. Ho procurato perciò dare 
opera ad un lavoro che rendesse questa impor- 
tante branca del corso matematico di facile in- 
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telligenza agli alunni, che vogliono apparare ciò 
che è indispensabile conoscere , per essere ap- 
provati negli esami liceali , ed in quelli delle 
scuole tecniche; e che vogliono inoltrarsi al terzo 
termine del sublime nella scienza del Newton. 

Nella esposizione ho procurato di non smenti- 
re il mio metodo generalmente ricevuta sia per 
la chiarezza, sia per la brevità nelle parti, come 
nell’ insieme. 

Ho la coscienza di aver applicato nella piena 
estensione delle mie forze. Ma se i miei Colleghi 
e Maestri volessero benignarsi di notare I miei 
difetti, io avrò quale grazia singolare i loro pre- 
stanti consigli. 

In tutti i casi saranno sempre le mie fatiche 
una novella pruova dell’ indefesso mio amore al 
pubblico insegnamento. 

G. De Rocco 

Ottobre 1869 





PARTE PRIMA 


. LEZIONE I.* 

P K E L I M I N A R 1. 

§ 1> — L’ Algebra ha per oggetto di semplificare e ge- 
neralizzare le questioni in rapporto ai numeri : donde fu 
definita da Newton Aritmetica Universale. 

Per conseguire questo doppio scopo occorrono tre spe- 
cie di segni cioè: segni delle quantità, segni delle opera- 
zioni, e segni delle relazioni. 

§ 2. — Segni delle quantità. — In algebra si rappre- 
sentano le quantità con lettere , riservando le ultime let- 
tere dell’alfabeto specialmente, per indicare le quantità in- 
cognite. 

§ 3. — Segni delle operazioni. — L’ addizione di due 
quantità si accenna col segno 4- situato tra le due quanti- 
tà: A-f- B significa che alla quantità rappresentata da A, 
devesi aggiungere la quantità rappresentata da B, e dicesi 
A più B. 

Il segno della sottrazione è — ; A — B vuol dire che 
dalla quantità A bisogna togliere la quantità B, e s’annun- 
zia A meno B. 

Il segno della moltiplicazione è x oppure (.), che si si- 
tua tra le quantità da moltiplicare: AxB oppure A . B 
vuol dire, che la quantità A deve essere moltiplicata per la 
quantità B, e dicesi A moltiplicata per B. Spesse volte in 
Algebra si sopprime x tra le due quantità, scrivendo l’una 
in seguito dell’altra, facendo AB. — È bene rimarcare che 
allorquando devesi accennare la moltiplicazione delle quan- 
tità complesse si fa uso delle parentesi, racchiudendo tra 
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esse ciascun fattore, per es. (A.+B— C) x(m -f-n) ovvero 
(A4-B-C) (m-f-n). 

La divisione s’indica o con due punti (:). oppure con 
una lineetta orizzontale, situando il dividendo al di sopra 


ed il divisore al di sotto , 


per es. A: B oppure-^- dino- 

B 


ta A diviso per B. 

Per esprimere che una quantità deve essere elevala 
ad una potenza determinata si scrive a destra della gran- 
dezza un piccolo numero o lettera delta esponente , che 
indica il grado di questa potenza; per es: A 5 , B" vuol dire 
A elevata a S .* potenza, B elevata ad n.® potenza. 

L’ estrazione delle radici s’ indica col segno y f che 

5 

chiamasi radicale. La radice 3. a si scrive y/ - , la radice 


<n 

m. a \f. 

Quante volte conviene indicare una medesima lettera 
ripetuta più volte, si mette un numero davanti alla lettera, 
e questo indicherà quante volte la quantità seguente è sta- 
ta ripetuta: per es. invece di scrivere A-t-A+A-f-A si farà 
4 A; questo numero si chiama coefficiente. 

Badisi bene di distinguere il coefficiente dall’esponente , 
poiché questo indica un prodotto di più fattori eguali , e 
quello ne indica una somma. 

§ 4. — Segni di relazione. — Per esprimere 1’ egua- 
glianza di due quantità s’ interpone tra esse il segno = 
{eguale). Allorquando due quantità sono disuguali si frap- 
pone fra esse il segno 7 oppure avendo cura di situa- 
re il vertice dell’ angolo dove corrisponde la quantità mi- 
nore. 

Alle volte per indicare che due quantità sono disugua- 
li senza precisare quale è la più grande, si separano col se- 


gno per es. A 5^ B si dirà A differente da B. 

§ 5. — Chiamasi espressione o forma algebrica un 
tale complesso di quantità o di operazioni indicate con se- 
gni coefficienti, lettere, ed esponenti. 

§ 6. — Si distinguono due specie principali di espressio- 
ni algebriche i monomi ed i polinomi. 

§ 7. — I monomi sono delle espressioni dove non entra 
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nè sogno di addizione, nè segno di sottrazione. Per es. a 5 , 
Sa* Ta*h * 


m 


ran 


5 8.— Uh monomio è chiamato razionale quando non è 
affetto da segno radicale, per es. 5a 5 ,h*. 

Al contrario è detto irrazionale. 

Un monomio è algebricamente intero , quando è ra- 
zionale e non contiene alcun denominatore, per lo contra- 

4a* 

rio si dice frazionario; per es. 5a* è intero,— è fraziona- 

oh 

rio. I monomi preceduti dal segno-}-diconsi positivi, quel- 
li col segno— diconsi negativi. 

§ 9. — Due monomi riuniti col segno di addizione o sot- 
trazione formano un binomio ; per es. 5a* -f- 3h.— Se fos- 
sero tre monomi collegati tra loro nel medesimo modo si 
dirà trinomio, per esempio 7m 3 n.— Se poi fosse- 

ro più di tre monomi si dirà polinomio , per 5a 2 -}-h-|- 
4m 

§10.— Valore delle espressioni algebriche. — Una espres- 
sione algebrica non ha alcun valore per essa stessa ; ma 
lo acquista , allorquando le lettere da cui è composta ne 
ricevono uno. — Per ottenerlo conviene effettuare sotto il 
valore delle lettere le operazioni indicale con le stesse let- 
tere. Supponiamo per es. il monomio 5a 2 h 3 e facendo 
a=2, h=l, sarà a 2 =4, h 3 =l, donde il corrispondente va- 
lore del monomio sarà 5x4x1=20. 

§ 11 .—Termini simili. Chiamansi termini simili di un 
polinomio quei termini che hanno le medesime lettere, e 
gli stessi esponenti, ancorché non avessero i medesimi se- 
gni e coefficienti: Per es. 7a 3 h*— 8a*h 5 . 

§ 12. — Termini omogenei — Diconsi termini omogenei 
quelli nei quali la somma di tutti gli esponenti è la stes- 
sa— per es. 7a*h 3 — 8a*h 3 . 

Ed un polimonio chiamasi omogeneo se è composto di 
tutti i termini omogenei— Così a 3 -j~3a 2 h-4-3h 3 . 

§ 13. — La Somma degli esponenti di un termine ne de- 
termina il grado; per es. 4a 5 è di 5 grado. 

5 14. — Dicesi funzione di una o più lettere ogni espres- 
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sione che contenga quella e quelle lettere , ovvero la dipen- 
denza del valore da talune altre per es. x—\ (nd) significa 
che il valore della x dipende da quelli N e di D. 

§ 15. — Per mostrare con qualche esempio come mediante 
1* uso dei segni algebrici si ottiene il principale scopo del- 
l’algebra, cioè la semplificazione e la generalizzazione pro- 
poniamo il seguente problema. 

La somma di due numeri è 12, e la loro differenza è 2 , 
si domanda quali sono questi numeri. 

Per risolvere il suddetto problema col procedimento del- 
l’aritmetica ragioniamo così: il più grande dei due numeri 
cercati aggiunto al più piccolo dà per somma 12; ma il più 
grande di essi supera di 2 il minore : dunque il minore più 
2 addizionato con se stesso darà ancora per somma 12, ossia 
2 volte il più piccolo numero più 2, dà per risultato 12: per 
Cui 2 volte il numero minore è uguale a 12 meno 2, cioè 

10 

10, e quindi una volta il numero minore sarà— ossia 5, e 

per conseguenza si dirà essere il numero maggiore 5-f-2 ov- 
vero 1. 

Diciamo ora col linguaggio algebrico x il numero più 
piccolo , ed y il numero più grande e scrivendoli coi segni 
algebrici si avrà. 

x +• y = 12 
x = y + 2 * 

y -f 2 -f y = 12 ovvero 2y-}-2=i2 
2y=12 — 2=10 



x=5 +2=7. 

Da questo semplicissimo esempio si scorge facilmente 
che sebbene l’ aritmetica e l’ algebra avessero lo stesso sco- 
po, pure differiscono l’una dall’altra e nella maniera di rap- 
presentare le quantità e nell’andamento delle operazioni, co- 
me ancora nei risultati finali. NeH’aritraetica le operazioni si 
eseguono sui numeri ed il risultato finale non conserva alcu- 
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na traccia delle operazioni eseguite, mentre nell’ algebra il 
' risultato finale indica più generalmente le operazioni fatte 
per ottenerla. 


LEZIONE II. a 

ADDIZIONE C SOTTRAZIONE 

§. 15. — Riduzione di termini simili. — Dicesì ridurre 
i termini simili quella operazione con la quale si riunisco- 
no in un sol termine più monomi simili senza alterare il 
valore del polinomio. 

Questa operazione ammette due casi: 

1. ° Se sono i termini da ridurre con lo stesso segno per 
es. 7a*h -f- 5a*h -f- 15 a*h; se le lettere di questo polinomio 
hanno un valore particolare è evidente che il valore del 
polinomio sarà composto del valore di tutti i termini , in 
modo che addizionando i coefficienti 7-f-5-f-lS=27 sarà 
27a a h uguale al valore del polinomio dato. 

2. ° Se i termini da ridurre hanno diverso segno per es. 
5a*h — 7a*h-f- 5a*h — 2a*h allora si ridurranno separata- 
mente prima i termini col segno positivo e poi quelli col 
segno negativo facendo 5a*h-f- 5a*h = 10a 4 h, e — 7a*h — 
2a*h = — 9a*h, indi si trae la differenza tra i coefficienti 
10 — 9 = 1 e si ottiene per risultalo la*h ovvero a<h. — 
Adunque, per ridurre due o più termini simili di segno 
contrario siscrive un solo termine , avendo le medesime 
lettere di ciascuno, e vi si anteporrà il coefficiente com- 
posto dalla differenza della somma dei coefficienti di uno 
stesso segno con quella dei coefficienti di segno diverso , 
col segno però della somma maggiore. 

% 16. — Addizione. — L’ addizione algebrica conforme 
alla regola esposta ha per oggetto, essendo date più espres- 
sioni algebriche, di trovare un nuovo valore numerico e- 
guale aìla somma dei valori numerici dati rimanendo le 
medesime lettere nei termini simili. 

Esempio — Sia da addizionare il polinomio 
7a 3 -f-5a*h-f-7m — 5m s n 

conviene osservarsi la seguente regola : per addizionare 
tra loro due polinomi, si scrive l'uno sotto dell' altro 
avendo cura di situare i termini simili in corrisponden- 
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za, e ridurre i termini simili tra foro secando la regola 
data nel § precedente. 

7a 3 -|-5a 3 h-{-7ra — 5m 3 n 
1 4a 3 — 7 a 2 h — 1 4m-j-5rn 3 n 

2la 3 — 2a 2 h — 7m 0 Somma richiesta. 

Conviene osservare che se i due polinomi non avessero 
alcun termine simile l’addizione ossia la riduzione non può 
farsi. 

§ 17 — Sottrazione. — La sottrazione ha per oggetto , 
date due espressioni algebriche , di trovarne una terza la 
quale aggiunta alla seconda riproduca la prima. 

Regola. — Per sottrane un monomio positivo da un 
altro anche positivo bisogna scrivere il secondo in segui- 
to del primo preceduto dal segno — , e si farà la riduzio- 
ne se avrà luogo. 

Esempio — Per sottrarre h da A si scriverà 

A — h 

per sottrarre 7a*h da 15a*h si farà 
15a’h — 7a 2 h = 8a s h 

Regola. — Volendo togline un polinomio da un altro 
bisogna scrivere il polinomio sottraendo dopo, o al disot- 
to del polinomio minuendo cambiando i segni negativi in 
positivi, ed i positivi in negativi , ed operando la ridu- 
zione , se è possibile. 

Esempio — Sia da effettuarsi la seguente sottrazione 
• « (a-J-h— c) — (m— n-f-p) 

si scriverà secondo la regola precedente > 

(a-|-h— c— ra-f-n— p. 

In effetti, se a questo risultato si aggiunge il secondo 
polinomio si avrà 

a-}-h— c— m-fn— p-f-m— n-fp 
e sopprimendo i termini simili risulterà 

a-j-h—c. 

Considerando la regola esposta troviamo essere rego- 
lare cambiare il segno -f- in — , ma restano dei dubbi per- 
chè il segno — debbasi cambiare in -f-: e perciò sarà utile 
il seguente ragionamento. 
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Se dalla quantità A dovesse togliersi B — C, e si scri- 
vesse A — B, si sarebbe diminuita A della intera quantità 
B;ma la sottrazione non dovea effettuarsi se non dopo aver 
diminuita B dalla quantità C si è dunque tolto tanto di 
più, quanto è quest'ultima quantità, che bisogna restituire 
col segno -f- e si avrà per risultamento A — B-f-C. 

Esponiamo infine due altri esempi di sottrazione di 
polimoni con i loro risultati. 

Siano (7a*h — 5m*n — 8h 8 — k)— (4*ah — 4m*n — Ih 3 ) 
scrivendoli l’uno sotto dall’ altro e cambiando i segni del 
sottraendo si ha 

7 a*h — 5m 3 n— 8h s - k 

4a*h— 8m 3 n — 7h* 

— - 4 - - 4 - 

3a*h -}-3m 3 n — h 3 — k residuo 

2.° Esempio — 4a 3 h-f-5m 8 -f-k) — (7a*h — 14m*-j-k — 5n) 
disponendoli secondo l’esempio precedente si ha 
4a 3 h — 5m 5 -f-k 
7a , h— 74m 3 4-k — 5n 


— 3a 3 h4- 9m 5 -f-5n 


LEZIONE III/ 

MOLTIPLICAZIONE 

' § 18-.— La moltiplicazione algebrica ha per oggetto, 

essendo date due espressioni algebriche una detta molti- 
plicando, l’altra moltiplicatore, di trovare una terza gran- 
dezza chiamata prodotto , di cui il valore numerico sia 
sempre eguale al prodotto dei valori numerici delle due 
prime , qualora gli stessi valori siano attribuiti scambie- 
volmente alle lettere. 

§ 10. — 1.° Caso — Moltiplicazione dei monomi in- 
tieri. 

Prima di stabilire la regola per la moltiplicazione dei 
monomi, dimostriamo il seguente principio. 

Per moltiplicare tra loro due potenze di una stes- 
sa quantità, basta segnare la stessa quantità con un e- 
sponente eguale alla somma degli esponenti. 
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Siano per es. da moltiplicarsi 3 J per a 4 dico che 
sarà a'xa 2 =a 5 . 

Poiché essendo a 5 =axaxa , ed a l =axa si possono 
scrivere successivamente questi due fattori e si avrà 
axaxaxaxas=a 5 . 

Del medesimo modo si dirà che se debbasi moltipli- 
care A" per A' n il prodotto verrà espresso da A n+ra * 

Se il monomio avesse un coefficiente numerico e l’al- 
tro monomio ancora , il prodotto sarà eguale al prodotto 
dei coefficienti. In effetti moltiplicare 4a 3 perSa 4 è lo stes- 
so che scrivere 

4x5xaxaxaxaxa— 20 a 3 

Se un monumio contenesse qualche lettera non co- 
mune all’altro monomio fattore si avrà il prodotto scriven- 
do le lettere diverse le une accanto alle altre, e per le 
lettere eguali si opererà come si è dello innanzi , infatti 
4a*-f-5ah è lo stesso che scrivere 4x3xaxaxaxhr=20a 5 h. 

Pa questi principii esposti possiamo stabilire le se- 
guenti regole: 

ì.‘ Regola dei coefficienti. — Si moltiplicano i coef- 
ficienti dei fattori, ed il prodotto sarà il coefficiente del 
prodotto. 

2. ‘ Regola delle lettere — Si scrivono una sola volta 
al prodotto le lettere che entrano al moltiplicando o al 
moltiplicatore. 

3. * Regola degli esponenti. — Quando una lettera è 
comune al moltiplicando ed al moltiplicatore f esponente 
nel prodotto sarà eguale alla somma degli esponenti dei 
due fattori; e se una lettera non entra che una sola vol- 
ta in uno dei fattori nel prodotto conserverà il medesimo 
esponente. 

Queste regole si estendono eziandio al caso di più di 
due fattori. In falli se si debbono moltiplicare fra loro 
i seguenti monomi 6a 2 h x 2ain x 3h 2 il prodotto sarà 
36a 5 h 3 m. 

§ 20. — 2.° Caso — Moltiplicazione di un binomio 
per un monomio. 

Allorché il moltiplicando è la somma <li due termi- 
ni ed il moltiplicatore un solo termine è chiaro che il 
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prodotto deve essere la somma dei prodotti del mollipli- 
caudo per ciascun termine del moltiplicatore: In fatti sia 
A-f-B da moltiplicarsi per C si avrà (A-f-B)xC==AC-f BC. 

Se il moltiplicando poi fosse la differenza di due quan- 
tità, ed il moltiplicatore un solo termine, il prodotto sarà 
espresso dalla differenza dei prodotti di ciascun termine 
dei moltiplicando pel moltiplicatore. 

Infatti (A-B)xC=:AC— BC. . 

§ — 5.° Caso— Moltiplicazione dei potinomi.— Siano 

da mollipliearsi(a-{-h— c) per (m — u); supponiamo (a-J-li— c) 
= D, il prodotto verrebbe espresso da D (m— n)=Dtn— 
Dn = (a-4-h— c) m — (a-f-lic) n, e sviluppando la moltipli- 
cazione accennala si ha am-f-hm— coi— an-f-hn-j-cn. 

Da questo esempio possiamo stabilire che il prodotto 
di due polinomi è uguale alla somma dei prodotti di cia- 
scun termine del moltiplicatore per ciascun termine del 
moltiplicando. 

Kiguardo ai segni conviene osservare che il prodotto 
dei due termini positivi aedroè risultalo col segno positi- 
vo, il prodotto di un termine positivo li per un termine ne- 
gativo — n ha avuto nel prodotto il segno negativo mentre 
il prodotto di due termini negativi — c per — m è risulta- 
to col segno positivo; per cui possiamo stabilire la seguen- 
te regola rispetto ai segni : in qualunque moltiplicazione 
algebrica i segni uguali danno un prodotto positivo, ed % 
segni disuguali nei fattori faranno risultare un prodotto 
negativo. 

Da tutto ciò che si è con le regole stabilite possiamo e- 
seguire taluni esempi i quali mostreranno chiaramente l’ese- 
cuzione della operazione in parola. 

Esempio J .° A -f- B 

A -}- B 

A 2 -4- aB ) ' 

' aB-j-B 2 \ parziali 

A 2 -f- 2 a B -f- 1> 2 prodotto totale 

Esempio 2.° A -f- B 

A - B 

A" -f- an 
— aB — B 2 

A 1 ^B* 
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Esempio 3*° a*-f- 2 aB + B* 

a -j- B 

a ! -f2a l B+aB* 

a*B+2aB 2 +B 3 

a 3 -H* a 2 B-f- 3 aB»-f B 3 prodotto totale. 

Esempio 4.° 7a*h-}-5a -f- m J 

2a 3 -j-h 

14 a*h -)- 10 a* -f- 2a 3 m 3 
7 a *h»-f- 5 ah-f- hm 3 

14 a a h-f-10a*-}-2a 3 m 3 +7a»b»-f-5ah-i-h m 3 pr. totale. 

Esempio 5.° 4a“-{-7m 3 4-9h 

3 a"-*— 4h n 

12 a*"" 1 -f 21 a n_, m 3 + 27 a n+1 h 
—16 tf'k 1 ' — 28 m 3 h n — 36 h n+ * 

12a* n -*-|-21a" -, m 3 -J-27a n_i h— 16a n h" — 28m 3 h n — 36 h a ^*pr. 


LEZIONE VI.* 

D1VISIOHE 

ì 

§ 22. — La divisione algebrica ha per oggetto , essendo 
date due espressioni algebriche chiamate, 1’ una dividen- 
do, 1’ altra divisore, di trovarne una terza detta quozien- 
te , la quale moltiplicata pel divisore dia per prodotto il 
dividendo. 

§ 23. — Divisione dei monomi. 

Sia proposto di dividere 
35 a s h*c 3 per 4 a h*. 

Poiché il quoziente moltiplicato pel divisore deve ri- 
produrre il dividendo , è chiaro che il quoziente deve es- 
sere un monomio, senza di che il quoziente moltiplicato pel 
divisore darebbe un polinomio e non già il dividendo , che 
è un monomio. — Osservando inoltre: 

1.» Che il coefficiente 4 del divisore moltiplicato pel 
coefficiente del quoziente deve dare per prodotto il coeffi- 
ciente del dividendo, esso sarà espresso da ~ ossia da 9; 
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— 2.* Dalla regola della moltiplicazione dei monomi risul- 
ta, che 1’ esponente 5 della lettera a del dividendo è egua- 
le alla somma degli esponenti di questa lettera che si trova 
al divisore ed al quoziente ; perciò a dovrà entrare al quo- 
ziente con un esponente eguale a 5—3, cioè a 2. Dalle stes- 
se regole risulta che B non deve entrare nel quoziente , 
perchè se entrasse con 1* esponente i . , dovrebbe entrare 
nel dividendo con l’esponente 2-f-l ossia 3 , mentre non è 
segnato che con l’esponente 2. — 3.® Infine la lettera c en- 
trerà al quoziente con l’esponente 3, poiché non entrando 
in uno dei fattori (il divisore) deve entrare al prodotto ed 
all’ altro fattore , cioè al dividendo ed al quoziente con lo 
stesso esponente. Il quoziente cercato dunque è 9a»c . 

Da questo esempio possiamo stabilire le seguenti re- 
gole : 

1. * Regola dei coefficienti. — Dividasi il cofficiente del 
dividendo per quello del divisore , e si otterrà il coeffi- 
ciente del quoziente. 

2. * Regola delie lettere e degli esponenti. — Allorquan- 
do una lettera entra al dividendo con un esponente mag- 
giore di quello del divisore, si scrive nel quoziente con un 
esponente eguale alla differenza di quésti esponenti. Quan- 
do però entra nel dividendo e nel divisore col medesimo 
esponente, non si scrive nel quoziente. E da ultimo quando 
entra al dividendo senza essere nel divisore, si segnerà al 
quoziente col medesimo esponente che aveva col divi- 
dendo. 

§ 24. — Condizione di possibilità. — Perchè le regole 
ora esposte siano applicabili è necessario il coefficiente 
del dividendo sia un multiplo del coefficiente del diviso- 
re, e ciascuna lettera non entri nel divisore con un espo- 
nente superiore a quello del dividendo. Allorché queste 
condizioni non sono osservate, 4 la divisione non è possi- 
bile tra le quantità algebricamente intere; così per es. il 
monomio 7a» h 3 c non è divisibile pel monomio 9a ì h 5 , e 
perciò la indicazione dovrà segnarsi sotto la forma frazio- 
7a s h 3 c 

naria - — ; — che ne dinoterà il quoziente. 

9a J h 5 M 

§. 25 Esponente 0 — In virtù delle regole precedenti 

2 
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il quoziente di A m per A" nel caso cbe m > n è uguale 
ad A m-n ma supponendo m = n il quoziente addiverrà 
A m ~ n ossia A m-m = A° , e poiché A m in A Qi entra una 
sola volta, così il quoziente di A m “ m ossia A° = 1. 

§ 26. Divisione dei Polinomi. — Per eseguire la di- 
visione dei polinomi stabiliamo le seguenti regole: 

1. ° Si dispongono il dividendo ed il divisore alla ma- 
niera stessa dei numeri interi , ordinandoli però per rap- 
porto ad una medesima lettera , cioè a dire , scrivendo i 
loro termini in modo che gli esponenti di questa lettera 
vadano decrescendo; 

2. ° Dividasi il primo termine del dividendo pel primo 
termine del divisore, e si scriva il risultato nel posto del 
quoziente; 

3.° Si moltiplichi tutto il divisore pel quoziente parziale 
che si è trovato, il prodotto si tolga dal dividendo, e si 
faccia la riduzione dei termini simili; 

4.° Si consideri questo resto come un nuovo dividen- 
do di cui si divide il primo termine pel primo termine 
del divisore , si' scriva il risultaraento come un secondo 
termine del quoziente, e si prosiegua l’ operazione sopra 
questo termine , flifo a tanto che tutti i termini del divi- 
dendo sono finiti. 

Inoltre osservando che un prodotto ha il medesimo segno 
del moltiplicando, quando il moltiplicatore è positivo, e nel 
caso contrario il segno è negativo, si può stabilire la se- 
guente regola per i segni considerando il dividendo come 
un prodotto ed il divisore come uno dei fattori: nella divi- 
sione algebrica i medesimi segni danno 4- e segni diver- 
si danno — . 

Le divisioni parziali si eseguono secondo le regole 
date relative ai monomi. 

Applichiamo le sudette regole ai seguenti esempi. 


/ 
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DIVIDENDO DIVISORE 

* 

12a*— 33«<-|-64a 6 — 49a 5 4-36a^4-12a' 3a 5 — 6a 4 -|-7a 3 4-2a* 

— 12a 8 -j-24a 7 — 28a 6 — 8a 5 

— 9a 7 -f-36a 6 — 57a 5 4-36a«4-12a 3 4a J — 3a*— 6a quoz. 

+9a 7 — 18a 6 +21 a 5 -H>a< 

18 a° — 36a>+42a<+12a* 

— 18a 6 -f36a 5 — 42a«— 12a ! 

0 

Esempio 11° 

\ 

14a 4 A— 7a*A-}-10a*m*— 5ro*A— 2a*n s — n'h Za 1 — le 

— \i a 4 h-\- r la 1 h 

0 0 -H0a>m s — 5?n*/i— 2a»n 5 -f-n , /i 7a*A- f-5m* — n' 

— 10a J ?n*-f 5m 2 A 

0 0 —2 «‘n^-j-n'A 

-f2a*n 3 — n'h 

~1 0 

Allorquando nel dividendo e nel divisore i coefficienti delle 
diverse potenze della lettera ordinatrice sono due polinomi , si 
applicheranno ancora le stesse regole per eseguire la operazio- 
ne : però la divisione del coefficiente del primo termine del 
dividendo e dei resti successivi , per il primo termine del divi- 
sore in luogo di essere quella di monomi è per sè stessa una 
divisione di polinomi. 

Esempio 

Sia da dividersi 


2 a* 

a? 5 -j- Sa 1 

x 4 -\-Za 4 

j? 3 — 9a 4 A 

x* — Za* 

4-3 aA 

-{-11 a* A 

-f-2a 3 A 

+4a 3 A* 

-f-1 Oa A 3 

—2 A* 

— 4 ah* 

—2 a»/i* 

— 8a*A 5 

— 3A« 


4- 3 A 3 

— 2a A 3 

4-3q A 4 

V 


+4A* 

—ih* 


pei 

2a x 

* -f-3a*UJ 

' — 3a' 


— h 

+h* ! 

-fA 3 
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Prima divisioni parziale 


2 a*-f- 3 a/t — 2 /i* 
— 2 a*-)-ah 

4 a/i— 2 /i* 

— iah+Zh* 

0 


2 a— li 
o-J - %h 


Seconda divisione parziale 


2d ^ — ( — 5o*/i — 

— 2a 3 -f-q»/i, 

6a a /i — 5a/i a -f-h 5 
6a s /ir-{-3tt/l* 

— 2 a/i 1 -j-/i 5 
-f-2a/i.* — h } 

0 


Za—h 

a»-f- 3 a/i — /*'- 


Terza divisione parziale 
2 a — fi 


2 a< — a*/i-f 6 a/i - 4 - 3 /i< 
— 2 a-»-f-a ’ /i 


a*— - 3 /i* 


— 6 a/i*-|- 3 /i 4 
+ 6 a/i*— 3 /i< 


0 


11 quoziente richiesto è adunque: 

ahl.r’- 4 -a 1 x*-fa J lac. 
4 - 2 /i! -f 3 a/i — 3 / 1 1 ! 

— /i - 1 
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LEZIONE V. a 

Continuazione della lezione precedenti; 

§ 21. Condizione di possibilità. — Il ragionamen- 
to fatto di sopra per stabilire le regole precedenti mo- 
strano che la divisione è possibile tra le quantità alge- 
briche intere quante volte il primo e l’ultimo termine del 
dividendo e ciascun resto sono divisibili rispettivamente 
pel primo ed ultimo termine del divisore. Tutte le volte 
che questa condizione non si verifica la divisione si ren- 
derà impossibile. 

Sia per esempio da dividersi 

15X5 _j_ 14X4— t5X 3 -f 8X* -f 3X -f 6 per 5X a — 2X-fl 
il quoziente risulterà 3X 3 4X a — 2X col resto 5X -f- 6 
e la divisione non potrà proseguire, perchè 5X non è di- 
visibile per 5X*. 

§ 28. Divisibilità per X—A di un polimonio intero 
rispetto ad X. — Teorema — Il resto della divisione per 
X—A d’un polinomio intero per rapporto ad X è uguale 
al risultato della sostituzione di a per X nel polinomio. — 
Così dividendo per X—A il polinomio. 

Ax m -j- B^ m-S -f- C# m_s > -f . . . . -J- Nx -f p 

Si ottiene per residuo 

Aam -f Barn -1 -f- Ca® - * 4- • • • • +Na4- P 

Chiamiamo Q il quoziente di questa divisione ed R 
il resto; avremo similmente 

\ X m 4 _ B-r® -5 -f 4Nx 4- P = (•£ — a)Q4-R 

. Se noi supponiamo x—a in questa eguaglianza, il pri- 
mo termine del secondo membro sparirà e resterà Aa® 4 

Ba m_I 4; • • ■ • 4" Na4” P=R 

Ora il residuo è indipendente da x , poiché se conte- 
neva x , non sarebbe che con l’esponente l,ela divisione 
poteva ancora essere continuata. Questo residuo ha dun- 
que lo stesso valore per tutti i valori di x ed il valore 


23 

particolare che abbiamo trovalo esprimerà il suo valore 
generale. 

Da ciò consegue che se l'espressione 

Aa ,n -f- ** -f- • • • Na -f- P 

è uguale a 0 , il polimonio proposto è divisibile per x — a 
Si ha parimenti. 

Aa in 4" Ba ro ~ I 4* Cam + » 4* • • • • + Na 4" P 
= [ | (Ad 4" B) ® 4* C | ~4* D 3 4~ • • - -f - ^ | a+P 
Si può adunque stabilire la seguente regola: 
per effettuare la sostituzione di a per x in un polinomio 
intero per rapporto ad .r, basta moltiplicare il coefficien- 
te di x nel primo termine per a , ed aggiungere al pro- 
dotto (o togliere) il coefficiente di x nel secondo termine, 
moltiplicando il risultato per a , e di aggiungere al pro- 
dotto (o togliere) il coefficiente di x nel terzo termine , e 
così seguitare fino all’ultimo termine. 

Gosì per es. per sostituire 2 al luogo di x nel poli- 
nomio: 

$x* 4 - 5x» -Ux-j-1 

Si moltiplicherà 2 per 3 coefficiente di x nel primo 
termine , al risultato 6 si aggiungerà 5 e si avrà il. Si 
moltiplicherà il per 2 , e si avrà 22 , dal quale risultato si 
toglierà 14 coefficiente di x nel* terzo termine. Infine si 
moltiplicherà il residuo 8 per 2 e si ha 16 , al prodotto 
si aggiungerà 7; il risultato 23 sarà quello cercato , cioè 
a dire il resto della divisione del polinomio per x — 2 . 

§ 29. Alcuni casi rimarcabili di divisibilità. 
l.o x m — a m è sempre divisibile per x— a di qua- 
lunque valore possa essere m. 

Per poter dedurre questo fatto dal teorema preceden- 
te dopo il risultato della sostituzione di a per x nel po- 
linomio dividendo è a m — a m ossia o; ma perchè non può 
stabilirsi direttamente , conviene eseguire la divisione di 
x ® — a m per x — a 
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./’tn — am 1 , 7 ' — a 

J’ m ~f Q' r m 1 , I.X'BI -I_|_a.7*m - *_|_a*^' 

ax AXl ~ 1 — a m 
— ax m ~* 

a*x ,n_ * — a ni 
— a a x m - *-]-a J a? m-J 

a 3 x ® -1 — a m 


Il primo termine del quoziente si ottiene dividendo 
;r® per x, che darà £tr® Moltiplicando x—a per que- 
sto termine e togliendo il prodotto dal dividendo si ottie- 
ne il primo resto ar® — a m . 

Il primo termine di questo resto diviso per x dà per 
risultato ax m ~* secondo termine del quoziente. Moltipli- 
cando x — a per questo termine e togliendo il prodotto dal 
primo resto si ottiene il secondo residuo a*xm -*—a™ — 
Di simile maniera si troverà ancora il terzo termine del 
quoziente a s J?m” 3 ed eziandio il terzo resto a» .v»»" 3 — oo» . 
Da ciò chiaro si scorge; che continuando dello stesso mo- 
do, quando si passa da un residuo all’ altro seguente, al 

{ >rimo termine l’esponente di a aumenta di una unità , e 
'esponente di x diminuisce di una unità. Alla m* divisione 
fl residuo sarà dunque a™ x° — a<» ossia a m — a m , cioè 
a dire 0. Così la divisione riuscirà necessariamente , ed 
il nostro ragionamento prova che il quoziente sarà 
,rn>-« -f- axB'» -j -a*xra~ì -j_. . . . a m ~*x -f-a 

Di una maniera analoga si dimostrerà. 

2.” -f non essere mai divisibile per x — a 

3.* xm — a m essere divisibile per x -f- a, solamente 
quando l’esponente m è pari. 

4 ." xn -}- am essere divisibile per x + a, solamen- 
te quando m è dispari. 

§ 30. Divisione di — Teorema. — Qualunque gran- 
dezza zi divisa per o darà per quoziente ». Ed in fatti 
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esponendo o sotto il simbolo n— n, si verrà effettuando la 
divisione 

n n — n 

~^ l + n 1-f-l-f-l-f- ... 

n 

— n-f-n 
« 

n 


Osservando che il resto di questa divisione è sempre 
n, cioè eguale al dividendo , il quoziente sarà continua- 
mente 1 1 -f— .... di modo che non diminuendo mai 

il resto non cesserà mai di ottenersi lo stesso quoziente 
per cui la divisione si rende infinita ed il quoziente avrà 
per simbolo oo. » 

§• 3t Teorema . — Se la quantità algebrica risultante dai 
due fattori M, N sia esattamente divisibile per 1’ altra D , 
dovrà ancora esserlo l’uno dei fattori M o N di essa. 

Imperocché essendo P=MxN , e P divisa per D dan- 
do per quoziente esatto la quantità Q * dovrà essere Q = 
MxN 

^ — rj — . Ma M ed N essendo entrambi fattori di P , ne 


sono però divisori esatti, e però — o 

M 



una espressio- 


ne intera. Adunque ancora tale dovrà risultare 


N M 



MASSIMO COMIIX DI VISO II E DEI POLINOMI 


§ 32. — Definizioni. — Un polinomio intero e razionale 
che non ammette altro divisore fuori di se stesso e l’uni- 
tà è chiamato primo. 

Al contrario si dirà polinomio non primo. 

Se due polinomi quantunque non primi , non am- 
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mettessero alcun divisore comune razionale ed intero, di- 
consi primi tra loro. 

§ 33. — Per trovare il massimo comun divisore tra due 
polinomi non primi tra loro conviene rammentare i segucn- 
ti teoremi già dimostrati nell’ aritmetica. 

1. ° Ognun polinomio primo, il quale divida il prodotto 
di più polinomi , dovrà necessariamente dividere uno dei 
fattori almeno. 

2. ° Un polinomio non primo è prodotto di un sistema 
di fattori primi. 

3. ° Un divisore di un polinomio , indipendente dalla 
lettera principale, dovrà dividere tutti i coefficienti di essa 
lettera. 

4. ° Il massimo comun divisore di due polinomi resterà 
inalterato , se un fattore che sia primo con uno dei poli- 
nomi , sia introdotto o soppresso nell’ altro. 

Premessi questi teoremi è facile determinare il massimo 
comun divisore di due polinomi dati. 

Siano le due quantità 

M x 6 — x s — 4x 4 -{-2x ! -f-5x a — x — 2 
N 6x 5 — 5x 4 — 16x ; 4-6x a 4-10x — 1 

le quali sono già cydinale per rapporto ad oc. 

Si moltiplichi la quantità M pel coefficiente 6 del pri- 
mo termine deH’allra N, che non è fattore di questa, e poi 
un tal prodotto si divide per la N, si avrà il 

1. ° Resto — x 5 — 8x 4 -f-6x 3 -J-20x a — 5x— 12 

Indi la N si divide per questo residuo, dalla quale o- 
perazione risulta il 

2. ° Resto — 53x 4 -}-20x 3 -f-126x a — 20x— 13 

Ed introdotto nel l.° residuo il moltiplicatore 53 non 
fattore del 2.° residuo, si divida quello così apparecchia- 
to per quest’ altro, si avrà per 

3°. Resto — 444x 4 +192x 3 +1080x*-192x — 636 i cui 
termini liberati dal fattore comune 12, non fattore del 2.* 
Resto , esso riducesi a— 31x 4 -j-16x 3 4-90x 2 — 16x — 53. 

Or s’ introduca nel 2.° residuo il fattore 37 , il qua- 
le numero è , come si osserva , il coefficiente del primo 
termine del 3.° residuo ridotto, e poi si esegua la divisto- 
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ne di quello, così apparecchiato, per quest’auro, si avrà il 
4.® Residuo-lOSx — 108m 2 -f-108ac-fl08 che diviso per 
— 108 si riduce ad 

ac 3 -f£c 2 — ac— 1 

E siccome questo divide esattamente il residuo pre- 
cedente sarà perciò il massimo comun divisore tra le quan- 
tità proposte. 

§ 34.— Minimo comun dividendo dei polinomi . — Siano 
più polinomi dati A, B, C, D ecc.; se A e B fossero pri- 
mi tra loro, è chiaro che il loro prodotto AB sarebbe il mi- 
nimo dividendo comune. Se poi hanno un fattore comune 
M, che è il massimo comun divisore, il loro prodotto con- 
terrà M" , ed in conseguenza si può omettere un fattore 
M, essendo questo non di assoluta necessità per la divisi- 
bilità di A e B. Quindi il minimo dividendo comune ai po- 

AB 

linomi A e B sarà — . — Della medesima maniera chia- 
M 

AB 

mando M il massimo comun divisore di — e C, il minimo 


dividendo comune ad A, B, C sarà 


ABC 

MM 


ed in generale 


AxBxCx... D 
MxM x...M n 


sarà il polinomio minimo dividendo , ossia 


il più piccolo polinomio divisibile per A, B, C, ... D. 


LEZIONE VI. a 

OPERAZIONI SULLE FRAZIONI 


§ 33. — Ogni espressione della forma — indicante il 

B 

quoziente di una divisione di A per B dicesi frazione. 

§ 36. — La semplificazione delle frazioni e la riduzione 
allo stesso denominatore si stabiliscono colle stesse regole 
esposte all' Aritmetica. Ed in efTetti , dimostrano che una • 
quantità frazionaria non si altera moltiplicando 0 dividendo 


/ 
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1 suoi termini per la stessa quantità. — Poiché chiamando 

2 il quoziente di A per B, per modo che si ha — = Q , 

B 


moltiplicando i due membri per B si ottiene A = BQ , e 
moltiplicando questi termini per M si ha AM=BQM , ov- 
vero AM=BMxQ , e dividendo il tutto per BM si ottiene 

AM 

— = Q; ma Q e uguale al quoziente di A diviso per B: 
BM 

AM A 

adunque — = — . 


Da questo principio possiamo dedurre l’opposto, cioè: 
dividendo amendue i termini di una frazione per una 
stessa quantità , la frazione non si altera, e perciò si po- 
trà semplificare una frazione sopprimendo in entrambi i 
termmi i fattori comuni. Sia per es. proposta la frazione 
36 a 2 h c 3 

r — — — -, dividendo entrambi i termini per 9a a hc si ha la 
27 a 2 h 2 cd 


frazione 


4c* 

3hd* 


_ . , . a 3 4-2ah4-h* a4-h 

E la frazione — — — t— — sarà eguale ad v 

a — n a — n 

§ 37. — Riduzione allo stesso denominatore. — Le 
frazioni algebriche si riducono al medesimo denominatore 
alla stessa guisa delle frazioni aritmetiche , cioè moltipli- 
cando i termini di ciascuna pel prodotto dei denominatori 
delle altre frazioni. « 


Siano per es. le frazioni — — 

B D F 

saranno ridotte allo stesso denominatore facendo 


AxDxF 

CxBxF 

ExDxB 

BxDxF 

BxDxF 

BxDxF 

ovvero 


l 

ADF 

CBF 

EDB 

BDF 

BDF 

BÌ)F 
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le quali frazioni saranno eguali alle proposte, poiché si è 
moltiplicato ciascuno dei loro termini per una medesima 
quantità, cioè pel prodotto da denominatori delle altre fra- 
zioni. 

Conviene osservare che allorquando una quantità e di- 
visibile per tutti i denominatori delle frazioni proposte, si 
può considerare questa quantità come denominatore di tut- 
te le frazioni date seguendo la regola di dividere questa 
quantità separatamente per tutti i denominaton delle 
' frazioni, e poi moltiplicando i due termini di ciascuna 
frazione pel quoziente corrispondente. 

Esempio — Siano proposte le frazioni 
5a 4 6a 

a s — 1 ’ — l)(2a-)-l) ’ a+l 

poiché il denominatore (a* — l)(3a-f-l) è divisibile per gli 
altri denominatori, si praticheranno tre divisioni nel modo 
anzidetto, i quozienti ottenuti 

(2a-}-l) , (a+1) , (a-1) (2a-f-l) . 

si moltiplicheranno per i termini di ciascuna frazione , le 
quali saranno ridotte alle seguenti 

5a(2a-fl) 4a(a+l) 6a(a— l)( 2a-fl) 

(a*— l)(2a-H) ’ (a 1 — l)(2a-f-l) ’ (a*— l)(2a+l) 

che hanno lo stesso denominatore. . . 

§ 38. — Addizione delle frazioni. — Siano le frazioni 

ABC . A. 

da addizionare Supponiamo essere — — 

M M M ™ 


B ^ C 

x , — —y, — = z sarà A = mas, B = my C = m z; don- 
M M 

de A-j-B-j-C = raas-J-my-f- 1112 = m (as-f-j/ -f-z) , e perciò 


fi+B+A -x+, /+J -i-+i- + -Ì 
jj 3J+J+2— M + M + M 


Da questo esempio stabiliamo: per addizionare più 
frazioni conviene ridurle allo stesso denominatore ; indi 
addizionare i numeratori delle frazioni ridotte e sotto- 
scrivere il denominatore comune. 
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• Esempio — Siano le frazioni da addizionare 
M P B 

IT’ IT’ ~C~ 

Si ridurranno allo stesso denominatore facendo 
MQC^ PNC BNQ 

NQC ’ NQC * NOC" 

ed addizionando i numeratori nel modo anzidetto. 

Si avrà la loro somma così espressa 
MQC 4- PNC -f BNQ 
NQC 

§ 39. — Sottrazione delle frazioni. — Siano le due fra- 
• A B 

zioni — — - si dimostrerà in una maniera simile a quel- 

la del § precedente che la differenza tra queste due fra- 
... . A-B 

zioni sarà espressa da — ^ — . — Quindi potrà stabilirsi la 

seguente regola: per togliere una frazione da un * altra 
conviene ridurle al medesimo denominatore e poi trova- 
re la differenza tra i numeratori sottoscrivendo a questa 
il comune denominatore delle frazioni. 

Esempio. Siano proposte le frazioni 
M P 

t <r 

ridotte allo stesso denominatore saranno 
MQ _ PN 

NQ NQ 

e la loro differenza sarà espressa da ^ ^ 


NQ 

§ 40. Moltiplicazione delle frazioni — Siano da mol- 
tiplicarsi tra loro le due frazioni ~ per JL ; suppo- 


D 


A C 

nendo — — P, e — = Q , il prodotto di queste due 
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frazioni sarà perciò espresso da PQ; si avrà A=BP, C =s 
DQ e moltiplicando termine a termine queste due ultime 
eguaglianze si avrà AC=BPxDQ, e dividendo tutti questi 


termini per BD si otterrà 


AC _ BPxDQ 
BD BD 


AC 

ossia — = PQ, togliendo il fattore comune BD alla fra- 
BPxDQ 

zione — — E perciò possiamo stabilire la seguen- 

te regola: due frazioni si moltiplicano tra loro dividendo 
' il prodotto dei loro numeratori pel prodotto dei loro de- 
nominatori. 

§ 40. — Divisione delle frazioni. — Sia proposto di di- 
A C 

videre la frazione per -rr-. Chiamiamo P il valore dei- 


fi 


D 


la prima frazione, e Q il valore della seconda di maniera 
che sarà 



per cui 

A=PB, C = D0 


e moltiplicando queste due eguaglianze in croce si avrà : 
ADQ — CPB ed in conseguenza 


AD 

BC 

A 


P 

— ovvero 

D P 
C *— Q 




donde possiamo stabilire la seguente regola: per dividere 
due frazioni V una per V altra, basta moltiplicare la fra- 
zione dividendo per la frazione divisore rovesciata. 

§ 41. — Potenze e radici delle frazioni. — Con uno ra- 


32 

gionaroento del tutto analogo ai precedenti si dimostrerà 

(JLV _ J-. 

\ B J — B m 


«n in 



dalle quali eguaglianze potranno stabilirsi le seguenti re- 
gole: 

1 . ° Per elevare una frazione ad una potenza M con- 
viene elevare il numeratore ed il denominatore alla su- 
detta potenza. 

2. ° Per estrarre una radice M a da una frazione, ba- 
sta estrarre la radice M* da ciascuno dei suoi termini . 

§ 42. — Teoremi diversi. — l.° Allorquando più fra- 
zioni sono eguali aggiungendo termine a termine si ot- 
terrà una nuova frazione eguale alle date. 

Siano le frazioni date 

A C E 
B ~ D “ F 

dico che sarà. 

A+C-fE _ A 
B-j-D-fF B 

Infatti chiamiamo P il valore di ciascuna delle frazio- 
zioni date, sarà 

A = BP, C = DP, E = FP 
aggiungendo membro a membro si ottiene 

A + C+ E = B P + D P + FP = P (B -f D -f F) 
ed in conseguenza si avrà 

A-f-C-f-E p A 

B-fD-fF . B~ 

2.° Quando due frazioni sono disuguali , e si ag- 
giunge termine a termine , la frazione risultante è com- 
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presa Ira la più piccola e la più grande delle frazioni 
proposte. 

Siano date le frazioni 

A £ E 
B ’ D ’ F 

disposte in ragione della loro grandezza; dico che sarà 
A A+C-f E „ E 
B . B-f-D+F ^ F 

chiamiamo £ il valore di , si avrà 

D 


= 1», donde A = BP 

P, donde C ^ DP 

-S- 7* P, donde E ^ PF 
F 

aggiungendo membro a membro: si avrà 
A-f-C-J-E ^ P (B-f-D+F) 


ed in conseguenza 


A-f C+E p 
B-fD+E ’ 


cioè a dire 7* 


A 

B 


Parimenti chiamando Q il valore della frazione 


si avrà 

\ 

~~~ ^ Q, donde A BQ 
B 

-ij- ^ Q, donde C DQ 
-L — Q, donde E = FQ 

3 
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aggiungendo membro a membro queste disuguaglianze si 
otterrà 

A+C-fE ^ (B-f-D-j-F) Q 

e per ciò 

A + C +L ^ Q, cioè ^ JL 
B-fD+F F 

A-4-C4-E 

la frazione adunque è compresa come si è det- 

Jj-j-U-j-F 

a t? 

to nell’ enuncialo del teorema tra — - e 

B F 

3.° Quante le volle si aggiunge una stessa quantità M 

A 

ai due termini di ma frazione —— questa frazione dimi- 

B 

nuisce o aumenta , secondo che essa è ìnaggiore o mino- 
re di i. ' 

i 

A 

Supponiamo — \ . L’ unità polendo essere posta 

M 

sotto forma frazionaria si avrà 

M 

M 

B M 

ed in virtù del teorema precedente, l’ espressione 

A-fM 

B-j-M 

e compresa tra — e — ossia l;e perciò sara maggiore 
di -A- . — Se poi si supponga -A- 7 1,1’ espressione 

B B 

A ~^" M essendo altresì compresa tra A - e AL. ovvero 1 , 


B4-M 


B 


A , 1 

sarà minore di secondo 1’ enunciato del teorema. 

D 
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LEZIONE VII.* 

VRINCIIMI E, RISOLUZIONE DELIA EQUAZIONE l»l l.° GRADO 

§ 43. — L’ eguaglianza di due quanlità dicesi equazio- 
ne. — Se T eguaglianza è numerica e non contiene alcuna 
quantità deterihinata, dicesi identità per es. 4=4, 5=5 ec. 

§ 44. — Le due quantità eguali diconsi membri delia e- 
quazione ; e quelle situate a sinistra del segno = formano 
il primo membro, le altre situate a destra dinotano il se- 
condo membro. 

1 matematici si servono delle ultime lettere dell’ al- 
fabeto x, y , z per dinotare le quantità incognite, mentre 
le altre lettere indicheranno le quanlità note. 

§ 45 . — Risolvere una equazione vuol dire trovare il va- 
lore numerico o letterale delle quantità incognite. — Ed 
una equazione può contenere una o più incognite. 

§ 46. - Il grado di una equazione ad una incognita 
viene determinato dal massimo esponente che ha la inco- 
gnita nella equazione stessa, quindi se l’incognita non ha 
esponente ( supponendosi 4)1’ equazione dicesi di primo 
grado, per es. AB=X. Se 1’ esponente della incognita è 
2, sarà di secondo grado, per es. x 2 -f-p=m. Se 1’ espo- 
nente è 3 dicesi di terzo grado ecc. 

§ 47. — Il numero delle incognite in una equazione non 
altera affatto il grado di essa , perciò una equazione può 
avere due o tre incognite, le quali se non hanno alcun c- 
sponenle . determineranno sempre una equazione di t* 
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grado . Al contrario una equazione che tiene le incognita 
éon r esponente 4 è «ti 4.° grado, per cs. ax 4 —m. 

§ 48. — La prima difficoltà per risolvere un problema 
algèbrico è di tradurlo in equazione ; e per ottenere ciò 
fa d’ uopo stabilire i seguenti principii generali. 

l.° Un termine qualunque di una equazione si può 
far passare da, un membro ad un altro col segno diame- 
tralmente contrario. 

Sia per esempio 1’ equazione 

-+*=i 

si può far passare il termine 4 al secondo membro espo- 
nendo la equazione nel seguente modo 



poiché per restare la eguaglianza togliendo il 4 dal primo 
membro conveniva ancora levarlo dal secondo. 

Se poi si volesse eliminare il denominatore 3 dalla fra- 

O . 

2 ione — , bisogna trasportarlo nel primo membro col segno 
3 

di moltiplicazione, facendo 

(ai-f-4) x 3 = 8 

ovvero 

3x+12=8 

poiché per togliere il denominatore da una frazione bisogna 
moltiplicare per lo stesso numero il numeratore della stessa, 

dinotando —— = 8 , e 1’ eguaglianza rimarrà inalterata 
3 

quante volte anche il primo membro si moltiplicherà per 3, 
come si è praticato. 

2.° Se una equazione ha dei termini frazionarii si pos- 
sono far scomparire i denominatori moltiplicando tutti i 
termini della equazione per il minimo multiplo dei deno- 
minatori delle frazioni. Per es. Sia 1' equazione- 
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x 

T 



si trovi il minimo multiplo dei denominatori che è 30, e 
oc 30x 

moltiplicando — per 30 si ha — : — , ossia lOx; pari- 
3 3 


2 

menti moltiplicando — — per 30 si ha 

o 

1 210 

cosi ancora — x30= — - = 14 , e 
15 15 


-60 

ossia — 
5 

-1 X 30 — 

9 


12, e 

270 _ 
2 


135, finalmente — 4 x 30 = — 120, e la equazione data 
sarà ridotta alla seyueate. 

lOx— 12—14-J-135 — 120 

3.° Una equazione non resta alterala se si cambiano ( 
segni a tutti i termini scrivendoli con i segni opposti. 

Per esempio sia data 1* equazione 
7 -|- 8 = 20 — 5 
cambiando i segni si ha 

— 7 — 8= — 20-J-5 
e riducendo i 


— 13— -20-|-5=— 15 

4.° Una equazione ad una incognita si risolve imme- 
diatamente, allorquando si trasportano le grandezze note 
in un membro rimanendo isolala la incognita nell' altro, 
e si dividono entrambi i membri pel coe/ficiente della in- 
cognita (se ne ha). 

Sia per esempio data ìa equazione 


si trasporli la n nel secondo membro, c si ha 
ax=m — n 

e dividendo entrambi i membri di questa eguaglianza per 
a si ottiene 


m—n 

x sm 

a 


/ 
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§ 49. — Con i principii esposti possiamo stabilire la se- 
guente regola per risolvere la equazione di 1.° grado ad 
una incognita. 

1. ° Bisogna eliminare ciascun termine dell’equazione dai 
denominatori dei termini frazionari, (se ve ne sono), mol- 
tiplicando tutte le grandezze pel minimo mùltiplo degli 
stessi denominatori. 

2. ° Far passare tutti i termini che contengono l’ inco- 
gnita in un membro rimanendo le grandezze note nell’ al- 
tro membro. 

3. ® Ridurre in un solo termine le grandezze note ed o- 
perare la stessa riduzione sulle grandezze incognite. 

4. ® 11 valore della incognita si otterrà finalmente divi- 
dendo le grandezze note pel coefficiente della incognita. 

. § 30. — Applicazioni. — Sia da risolversi la equa- 
zione 

9qf* 

3oc + ^ —9 = 70 — 4 x- 
o 

moltiplicando tutti i termini per 5 si ha 
15oc+2x— 45=330— 20x 

trasportando i termini noti nel secondo membro e l’ inco- 
gnita nel primo, risulterà 

15as+2sc+20.v =350+45 
e riducendo 

■ 37m=305 
donde sarà 


305 



Sia proposto di risolvere quest’ altra equazione 
. B m 

■ a x + — = ex 

c n 

moltiplicando tutti i termini per cn, si avrà 
acnx-\-Bn=cm— cmx 

e trasportando i termini noti in un membro e gl’incogniti 
nell’altro risulterà 
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acnx+wnx^cm+Bn 

ovvero 

/ 

as (acn-f c*n) = cm-^-Bn 

e perciò 

x = cm + Bn 
acn+c*w 

Es. 2 — Debbasi risolvere la seguente equazione 
3cc . 1x 8sc 

T + T “ T ~ 45 

riducendo tulli i termini allo stesso minimo denominatore 
12 e sopprimendo il denominatore comune si ha 

9cc4-l iac— 32ic— 540 

per cui 

9sc 4-1 4cc — 32x= — 540 

ossia 

— 9x= — 540 


540 

r = -6« 

ovvero 

x = 60. 

Esercizi! — Risolvere le seguenti equazioni; 

l*+y + 10:=90_ T + * 

^ + x + 20 = 10 ~Tt 
o 3 15 


ax 

m 

amx 


Sx 

n 


= — — 90 


n 


-f- nx — m = k — — 

P 


1 


/ 
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LEZIONE Vili.' 


RISOLUZIONE DELL’ EQUAZIONE Di I .* GRADO 
A DUE INCOGNITE. 

§51. — Un problema di l.° grado a due incognita, co- 
sta di due equazioni distinte avendo le medesime incogni- 
te in amendue; poiché una equazione di primo grado a 
più incognite ammette in generale una infinità di solu- 
zioni. — Ed in fatti sia per es. proposta la equazione 5® — 
2y=4 essa risulterà in qualunque modo si suppone 

y = 1 ed ® = — — 

5 

„ , 8 

y = 2 ed x = 

y 5 

y = 3 ed x =■ 

5 

✓ 

ecc. ecc. 

E generalizzando la questione chiamiamo m il nume- 
ro delle incognite della equazione, ed i valori delle prime 
incognite m — 1; 1' equazione considerala come ad una so- 
la incognita può essere soddisfatta, come si è detto nella le- 
zione precedente. Se dunque a ciascun sistema dei valori 
arbitrarii di m - 1 prime incognite, corrisponde un valore 
di m , è chiaro che una infinità di sistemi di valori delle 
m incognite soddisferanno alla eguaglianza. 

Ritenuta la sudetta verità passiamo alla risoluzione ef- 
fettiva di queste equazioni esponendo i vari metodi. 

§ 52. — 1° Metodo. — Riduzione ovvero somma e sot- 
trazione. 

„ Siano da risolversi le equazioni. 


2®4-4y=46 (a) 

3®— 27/= 5 . (6) 


Si moltiplichi il coefficiente 2 delle ® nella equazio- 
ne (a) per tutti i termini della equazione (6), ed il coeffi- 
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dente 3 delle x nella equazione (6) per tutti i termini del- 
'la equazione (a), e si otterrà. 

6x-f-l%=138 (c) 

6x— iy= 10 (d) 

Si sottrae la equazione (d) dalla equazione (c) e si a- 
vrà per residuo 

16y=128 

per cui 

128 

y =~ r = 8 

Questo valore di y trovato si sostituisce in sua vece 
in una delle due equazioni (a) o ( b ) e si avranno le e- 
quazioni 

2x-f32=46 

3x — 16= 5 , 

le quali risolute danno per ciascuna 

a , = i!= 3 l = 1 


*= 5 -±t- C 


= 1 


Volendo eliminare y e trovare dapprima il valore di 
x si moltiplichi 1’ equazione (6) per 12 coefficiente di y 
nella equazione (a), e la equazione (a) si moltiplichi per 
5 coefficiente di y nella equazione (6), ottenendo 

24x-f-48y=552 . (c) 

72x— 48yr=120 (d) 

addizionando queste due equazioni , osservando t. he i ter- 
mini y hanno segni contrarii, si ha 
96x=6:2 • 

donde 

672 


x = 


96 


= 7 


Sostituendo nella equazione (a) questo valore trovato 
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si otterrà 

42-J-12i/=138 • 

e trasportando 42 nel 2.° membro , 

1 2y=rl 38 — 42—96 

per cui 

, _ 96 _ 8 
J 12 

Da questo esempio possiamo stabilire la seguente re- 
gola: volendo risolvere una equazione di primo grado a 
due incognite col metodo di riduzione bisogna eliminare 
uìia incognita , e per ottenere ciò conviene moltiplicare la 
seconda equazione pel coefficiente di una incognita della 
/. a ,e moltiplicare la puma equazione pel coefficiente del- 
la stessa incognita nella 2.*, fatto ciò che si paragonano 
le due equazioni ottenute dopo queste operazioni , e se 
V incognita che si vuol eliminare ha lo stesso segno in a- 
mendue le equazioni si opererà la sottrazione fra esse : in 
caso contrario si addizionerà una equazione con l'al- 
tra. — Eliminata in questo modo una incognita si ritro- 
verà il valore dell' altra incognita nella equazione risul- 
tante. Questo valore trovato si sostituisca in una delle due 
date equazioni e si risolva questa a seconda delle regole 
date nella precedente lezione. , 

§ 53. — 2.° Metodo. — Comparazione. 

Siano date da risolvere le medesime equazioni. 

2ac-)-4y=46 (a) 

3cc — 2j/= 6 ( b ) 

Si trovi per mezzo dei principi esposti nel § 48 il va- 
lore di x nella equazione (a), facendo cc= pari- 

ù 

menti trovasi il valore di x nella equazione (6), ottenendo 
5+2V 

x = — . Indi si stabilisca una equazione tra questi 
*1 
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% 


due valori ora trovali 

46—4 y _ 5-J-2t/ 

- 2 "3 

in questo modo si ottiene una equazione ad una sola in- 
cognita y. Si eliminano i denominatori moltiplicando il pri- 
mo membro per 3 ed il secondo membro per 2, e si avrà 
438 — 12?/=10-|-4y 

e trasportando le y in un solo membro e 10 nell’ altro 
si ha 

138 — 10=ìy-f 12y 

e riducendo 

128=16?/ 

. . 128 Q 

donde y— = 8 

16 

Questo valore trovato per la lettera y si sostituisca 
nella equazione (a), come si è detto nel § precedente , e 
si ha 

2sc-f-32— 46 
dalla quale risulta 

2x=46— 32=14 

ed x= — — = 7. 

2 

Da questo esempio si può stabilire la seguente re- 
gola : — 

Per risolvere un sistema di equazione a due incogni- 
te di primo grado col metodo di comparazione bisogna 
trovare il valore di una incognita nella prima equazione 
supponendo conosciuta l'altra incognita ; lo stesso si ope- 
rerà nella seconda equazione trovando il valore della me- 
desima incognita. — Con questi due valori trovati si sta- 
bilisca una terza equazione la quale avrà una sola inco- 
gnita, e si risolva secondo i principii esposti innanzi. Il 
valore della incognita rinvenuta mediante la risoluzione 
di questa equazione si sostituisce in una delle due equa- 
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zioni date in principio, e otterrà il valore dell’ altra in- 
cognita come si è praticato per la prima. 

54. — 3.° Metodo. — Sostituzione. 

Siano proposte le medesime equazioni 

2x-f-4y=»46 (a) 

3sc— 2 y= 5 (6) 

Si trovi il valore di x nella prima equazione suppo- 
nendo y conosciuta , e si sostituisce questo valore tro- 
vato nella seconda, in maniera che si avrà 1’ equazione 
*3^46-4y\ 2 y==5 

ovvero 


»8-»2y 

2 J 

e moltiplicando lutti i termini per 2 per eliminare il de- 
nominatore si ottiene 

1 38 — 1 2 y — 4y=l 0 

trasportando y nel 2.° membro e 10 nel l.° risulta 
138 — 1 0=a 1 2y-f-4v/ 

ossia 


128=1 6v 

, 128 

ed!,= _ = 8 


/ 


Questo valore si sostituisca nella equazione (<z) e nel 
modo del lutto simile a quefto tenuto nel § precedente 
si troverà il valore cc=»7 
Eccone ora la regola. < 

Per eliminare una incognita col metodo di sostituzio- 
ne bisogna trovare U valore di una incognita nella 1.* e- 
quazione supponendo conosciuta L' altra incognita ; que- 
sto valore si sostituisca nella 2.® equazione , la quale ri- 
dotta ad avere una sola incognita può essere con facillà 
risoluta. 


t 
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Il valore trovato della incognita si sostituisca in unto, 
delle due equazioni date . e si opererà nello stesso modo 
per ottenere il valore dell’ altra incognita. 

§ 55. — Tutto ciò che si è detto per un sistema di e- 
quazioni con dei termini numerici può applicarsi eziandio 
se tutti i termini fossero letterali. — Conviene avvertire 1.* 
quante volte le equazioni date contenessero termini frazio- 
nari bisogna prima eliminare i denominatori moltiplicando 
ciascun termine pel minimo multiplo dei medesimi deno- 
minatori, come si è praticato per 1' equazione ad una sola 
incognita. 2.° prima d’ incominciare I’ eliminazione delle 
incognite bisogna ordinare le equazioni trasportando le 
grandezze note tutte in un membro e le incognite nel’ al- 
tro, e poi operare la eliminazione. 

Per esempio siano date le equazioni 

i- x -fi) = 50— 

3 1 2 

5y + ~ 

esse dovranno ridursi prima alle seguenti 

8x~j~9g = 300—54= 246 
-6ac-K15y=2550-|~20=2579 
e poi potranno essere risolute. 

Esercizii 

Siano a risolversi le seguenti equazioni. 

Ix -f =40 

, * 

— -5x = n 

4 

e 

ax-\-hy=m 
a'x — h’>==m' 
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LEZIONE IX. ‘ 


METODO DI BEZOUT — FORMOLK GENERALI — CASI 
D’IMPOSSIBILITÀ’ E D’ INDETERMINAZIONE 


§ 56. — Metodo di Bezout. — Oltre ai metodi esposti 
nella lezione precedente esiste un altro metodo inventato 
dal matematico Bezout — Eccolo applicato al seguente e- 
sempio. 

Siano da risolversi le equazioni. 

ax-\-hy=c (1) 

a'x+-h'y=c' (2) 

Si moltiplichi la prima equazione per una grandezza 
m alla quale si darà a suo tempo un valore, e avremo 
, amx-\-hmy=cm 

e sottraendo 1’ equazione (2) da questa ora trovata si ha 
amx-\-a'x-\-hmy — h'y—cm — c' 

ovvero 

(am—a')x-\~(hm=h')!,=cm — c' 

e supponendo am = a' (per eliminare la incognita as), sa- 
rà am — a' = o, e perciò 1’ equazione si ridurrà 

(hm-\-li')y=cm — c' (3) 

ed essendo per supposizione am=a’, sarà m= — — e l’e- 

a’ 

quazione (3) verrà stabilita nel seguente modo 




dalla quale risulta 


U . 

c — c 

a 

4 - + * 


ca — ac 
ha'-j-ah' 


Per trovare il valore di x si sostituisce il valore di y 
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o nella I/o nella 2.* equazione data e si opererà secon- 
do le regcle diggià stabilite. 

§ 57. — Forinola generale. — La forinola generale a cui 
si possono ridurre le equazioni di primo grado ad una in- 
cognita è la seguente. 

ax-\-k=a'x-\-li' (4) 

Per risolvere questa equazione passiamo a'x nel l.° 
membro e h nel 2.% si avrà la equazione 
ax—a'x—h' — h 

ossia 

oc(d — 0 )— /l — Il 

E dividendo amendue i membri per (a — a') si ottiene. 

li — -h . 

x — 

a— a 

Ora bisogna considerare , che se a non è uguale ad 
a' il valore di x sarà un numero che soddisferà 1’ equa- 
zione (1) ; se a è uguale ad a , eh diverso da h’ il va- 
li'— /i 

lore della x si presenterà sollo la forinola di x = — - — 

7ÌX 

ovvero generalmente x =. (supponendo essere h’ — h 

•=m) ; ed in questo caso 1’ equazione (1) si renderà im- 
possibile. Infatti sostituendo zero al luogo di a’ — a, si ha 
ax-\-h=ax-\-h' , ed essendo h diverso da hi , è evidente 
che non vi può essere alcun numero che sostituito ad x 
in questa ultima equazione rende il primo membro egua- 
le al secondo. * — Da ciò che si è dimostrato si deduce : 
ailorquando risolvendo una equazione di primo grado ad 
una incognita si ottiene per la grandezza ignota un valo- 
re della fornitola m — , V equazione si renderà impossi- 
o 

bile. 

Se poi si supponga essere o=a' , e h=h' il valore 

della x si presenterà sello la formola x= e 1’ cqua- 

o 
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zione (1) resterà indeterminata; poiché ponendo in luogo 
di al e hi rispettivamente a e h, si avrà ax-^h=a'x-\-h\ 
ed è chiaro che qualunque numero si sostituisce ad x ri- 
sulterà sempre il primo membro eguale al secondo, 'e per- 
ciò 1’ equazione (1) resterà indeterminata. 

§ 58. — Per trovare la formola generale per la risolu- 
zione di un sistema di equazioni di l.° grado a due in- 
cognite è mestieri risolvere le seguenti equazioni: 



Moltiplicando la prima equazione per a', e la seconda 
per a si ottengono 


aa'xA-a'hy=*a'c . 
aax-\-a'h>=a'c 

le quali sottratte 1’ una dall’ altra, danno 


a'hy — ah' i ®= a'c — oc' 


ossia 

(a'x — ha')y—ac' — ac' 

e dividendo amendue i membri di questa ultima equazione 
pel moltiplicatore di y , si ha 

v a c — oc' 

a h — ah 


Sostituendo il valore trovato di y nella prima della e- 
quazioni date, si ottiene 


ax -f- 


h ( 1 yA = C 

I a h — ah 1 


ovvero 


. ha' c — hac' n 

a x -j - — — G 


ah — ah' 

e trasportando il termine frazionario al secondo membro 
risulta 

ha'c — tuie' 


ax= G — 


ah — uh 


Digitized by Google 



49 

riducendo intero e frazione in una sola frazione si ottiene 

ax = ahc ~ hac ~~ ahc 
a'h — ah' 

e sopprimendo tutti i termini simili a'hc—a'hc si ha 

' ahc' — ah' e 

a h — ah' 

dividendo amendue i membri per a si avrà Analmente 
hc'—h'c 

/ T* 35 - 

a’h— ah' 


Da ciò che si è detto risultano le due forinole gene- 
rali di un sistema di equazioni di l.° grado a due inco- 
gnite. 

x = M ~ Ke ed « = a ' c - gc ' 

a'h— ah' ah— ah' 

È dà osservarsi: 

1. ° Quando il comune denominatore dei valori ora tro- 
vati è differente da zero i valori delle due incognite x ed 
y saranno reali. 

2. ° Se il denominatore a’hr—ah' è uguale a zero , i 

valori di x ed y acquisteranno le forinole — ed 

« o o 

allora si ripeterà il caso d’ impossibilità esposto nella e- 
quazione (1) del § precedente. Ed in effetti se si divido- 
no entrambi i membri della equazione a'h — ah =0 per 

a'h', si deduce — -^-.= 0, ovvero — — — —1_ 
h' a' ' a' h' 

in modo che sia — = r, = r, si avrà az=a'r , 
a h < 


tv=h'r, e sostituendo questi valori nella prima delle equa- 
zioni (2) in luogo di o e di h , risulterà 

a'rx-\-h'ry=c 

paragonando questa equazione con la seconda (2) (cioè con 
a!x+h'y=c') moltiplicando per r tutti i termini della me- 
desima, risulterà 


a'rùc-\-h'ry=e'r 


4 
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le quali equazioni perchè potessero coesistere è necessario 
che fosse anche e=c'r , ossia ponendo in luogo di r cia- 
scuno dei valori — , — conviene che fosse c= -^-os- 
a h h 

i • 

sia a'c — ac' = h'c — he' ; ma queste equazioni sono con- 
trarie alla ipotesi ; dunque le equazioni (1) non possono 
coesistere. 

3.° Sia il denominatore a'Ii — a/t'=0, ed uno dei nu- 
meratori per es. a'c — ac'—Q, in questo caso anche Taltro 
numeratore sarà eguale a zero , e le due forinole trovate 

per cc ed y si ridurranno ad as= — — , y=c-2— , e la e- 

o ' o 

quazione sarà indeterminala . — Poiché essendo a'h—ah'— 

_ , ; n a h . a c 

0, ac — oc =0 , sara ancora — — - — , ed — — 

a h a' c' 


Ih C 

quindi — = — — , e perciò he' =s h'ù ed in conseguenza 
h c . 

1’ altro numeratore he — /i’c=0. 


Supponendo — ~ 

a h 


— = r, si avra a — 

c' 


or, e h—h'r, c=c'r : sostituendo nelle prime d£lle equa- 
zioni (1) in luogo di a, h, c questi loro valori, essa sarà 
ridotta ad 

a'rx-\-h'ry=c'r 

Paragonando questa equazione con la seconda (2), os- 
sia con a’x^-h'y^c ' , si vedrà che la prima risulta dalla 
seconda moltiplicando* i due membri di questa per r, quin- 
di una equazione a due incognite x ed y è soddisfatta du 
infiniti valori di queste ignote, potendo dare ed x un valore 
qualunque e prendere per y quello che risulta da queste 
equazioni ; perciò essendovi infiniti valori per la esistenza 
della equazione (2) , essa è indeterminata. 
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RISOLUZIONE di UN SISTEMA di equazioni DI l.* GRADO A 
TRE INCOGNITE. 

§ 59. — Siano le equazioni date 

3 cc-j-2;/ — z=24 .... (a) . 
lOoc — 3 y — 22=23 . ... (h) 
x + 2/4- 2=21 . . . . (c) 

Si moltiplichi 1’ equazione (c) per 3 coefficiente di x 
nella equazione (a), e si avrà per prodotto 
3cc-f-3 y — 32=63 

da questa equazione tolta 1* equazione (a) si otterrà 
1/442=39 . . . . (d) 

Si moltiplichi similmente 1’ equazione (/t) per 3 coef- 
ficiente di x nella equazione (a), c si avrà 
30ac — 9?/— 62=69 .... (e) 

e la equazione (a) si moltiplichi per 10 coefficiente di x 
nella equazione (li), avendo 

30oc-j-20,i/ — 1 02=240 (f) 

Si sottraggano tra loro queste due equazioni (e) ed 
(/) e risulterà per residuo 

29y— 4z=lll (k) 

In questo modo è stata eliminata la incognita x. 

Si moltiplichi in seguilo 1’ equazione (d) per 29 coef- 
ficiente di y nella equazione ( k ) , rimanendo inalterata la 
equazione (k) (perchè y nella equazione ( d ) non ha alcun 
coefficiente): in questo modo si otterranno le equazioni 

29i/4-l 16z=t 131 
29}/ — 4 2= 111 

le quali sottratte 1’ una dall' altra daranno per resto 
1202=960 

donde • . 


1 


960 


52 

Questo valore si sostituisca nella equazione (d) e si 
avrà ‘ 

. 7 + 32=39 

e perciò 

y= 39—32=7 

I valori trovati per y==l, e per 2=8 si sostituiranno 
in ùna delle tre equazioni proposte, per es. nella (c) e si 
otterrà 


x-H+8=21 
dalla quale risulterà 

a?= 21 — 7 — 8=6 


Da questo esempio si deduce: che in un sistema di 
equazioni a tre incognite di i.° grado conviene parago- 
nare la prima con la terza , procurando col metodo di 
somma e sottrazione ed eliminare una ignota ; indi si pa- 
ragona la prima con la seconda eliminando un’ altra in- 
cognita. In seguilo si paragonano col medesimo metodo 
le due equazioni residuali , e si eliminerà un' altra inco - . 
gnila restando l’equazione con una solo; risoluta questa, 
si sostituisce il valore una delle due ultime equazioni 
trovate, e si troverà ( risolvendola) il valore dell’altra in- 
gnita. — Finalmente i valori trovati per le due incognite 
si sostituiscono in una delle prime equazioni date e si ot- 
terrà parimenti il valore dell’ ultima incognita. 

Se fossero 4 le equazioni date a 4 incognite si risol- 
. veranno paragonando la prima con la quarta, la prima con 
la terza , la prima con la seconda riducendo a 3 le inco- 
gnite, e poi si opererà come si è detto. 

§ 60. — Casi particolari — Nel § 59 abbiamo supposto 
che le equazioni proposte contengono ciascuna tutte le in- 
cognite; ma vi sono dei casi in cui qualche equazione nel 
sistema delle date non contiene che una sola parte delle 
incognite ed allora invece di applicare il metodo generale 
si può operare come ^egue: 

1 Esempio. — Sia proposto il sistema di equazioni 


< 2"4"4u^— 1 *1 ...... 

7*j~32— 6 « • , • • • 

ac-f 2y= 8 

4 u 3 ~|— 3y — “ 22 - — u — "1 9 •••••* 
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la equazione (1) dà 

z—ìl—iu 

sostituendo questo valore invece di ac nella equazione (2) 
e fatta la riduzione risulterà 

y—\2u — 45 

sostituendo questo valore nella terza si ha 
ac=98— 24w 

infine ponendo le espressioni trovate di z, y, ac nella ul- 
tima delle equazioni date ed operando la riduzione si ot- 
tiene 

51w=204, d’onde u = — — = 4 

51 

sostituendo in seguito si troverà 
a>- — — *3 , z — 1 

2.° Esempio. — Siano le equazioni 


a-H/4 <=d (1) 

y-\-z-+u=a (2) 

z-\- ...... (3) 

y=c ( 4 ) 


Invece di applicare la regola generale dinanzi esposta 
riesce più comodo incominciare ad aggiungere membro a 
membro le 4 equazioni date, e risulterà 

3ac-j-3y-}-3c4-3it=a-|-6-fc4-ct 

donde ac-f ..... (5) 

0 

togliendo da questa la equazione (1) si ha 

ni _ a-f-ò-f-c-f-d ^ a-f-ò-f-c-f-2ci 

U 3 “ 3 

In simile maniera togliendo dalla equazione (5) suc- 
cessivamente le equazioni (2), (3) e (4), si otterrà 

6-f-c-fd— 2a a-}-c-f-d— 26 _ a-f-ò-f d — 2c 

* J ,y y— . 3 - 

§.61. Conviene osservare, che le equazioni di quel nu- 
mero d’incognite debbono rappresentare condizioni distin- 



54 

te, e non dedotte le irne dalle altre per mezzo di semplici 
operazioni di calcolo. 

In effetto le due equazioni 
3 os+2t/=25 
12cc-J-8i/=*100 

la seconda delle quali è stata ottenuta moltiplicando lutti 
i termini della prima per 4; saranno insufficienti alla de- 
terminazione delle incognite. 

Pur tuttavia la detta condizione può essere soddisfat- 
ta senza determinare le incognite allorquando le condi- 
zioni date sono incompatibili. Per esempio le equazioni 
4cc-f-%=5 
3x-f 6i/=7 

rappresentano condizioni distinte, ma impossibili tra loro 
poiché risolute danno per risultato 15=29 , cioè un as- 
surdo. 

In generale un problema riesce indeterminato quando 
ha un numero di equazioni inferiore a quello delle inco- 
gnite, e sarà invece più che determinato quando il nu- 
mero delle equazioni eccede il numero delle incognite. 

I 

Esercizii 

Hisolvere le seguenti equazioni. 

4x-}-2//=59— z . ... (a) 

3x-j- j/= 30 — 2 z . ... (b) 
a 4- y+ 3=39 .... (c) 

LEZIONE X.‘ 

Applicazione delle teorie precedenti 

ALLA. RISOLUZIONE DEI PROBLEMI 

§ 62. Per risolvere i problemi algebrici applicando le 
teorìe esposte, conviene 

1. Leggere attentamente il problema per distinguere 
quali siano i dati e quali i quesiti , che formano le inco- 
gnite del problema. 

2. Chiamando x la incognita e supponendola già co- 
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nosciuta la si esponga nelle medesime condizioni dell’ e- 
nunciato del problema mettendola in funzione con le gran- 
dezze note; da questo ragionamento si dedurrà una equa- 
zione la quale conterrà i termini noti de^ problema e la 

incognita. . 

3. Tradotto il problema in equazione si eliminano 
prima i denominatori (se vi sono frazioni), poi si traspor- 
tano i termini noti in un membro isolando la incognita 
nell’altro; e da ultimo si dividono i termini noli pel coef- 
ficiente della oc incognita. 

Se il problema contenesse più incognite debbonsi e- 
sporre tante equazioni per quante sono le incognite, le 
quali saranno risolute a norma delle regole assegnale nel- 
la lezione precedente. — Con esempi esporremo 1’ appli- 
cazione di questi pochi precetti; divideremo perciò ciascun 
problema in 4 parti, la prima conterrà Yenundato , la se- 
conda il raziocinio d’intavolazione , cioè il ragionamento 
che bisogna fare per tradurre in equazione il problema , 
la terza è la soluzione dell’equazione trovata, e da ultimo 
la verifica dell’equazione risoluta per conoscere se la in- 
cognita trovata soddisfa le condizioni del problema. 

Pr.OLl.EMA !.° 


§ 63. Un uomo ha un debito, ne paga la metà in una vol- 
ta, il terzo in una seconda , il dodicesimo in una terza , 
dopo aver fatti questi pagamenti si trova essere debitore 
di sole lire 630, si domanda quale è il debito totale. 

Raziocinio d' Intavolazione. — Chiamiamo oc il de- 
bito totale richiesto ed esaminando la condizione del pro- 
blema si ha che pagando la metà in una volta dalla x si 


deve togliere ^ facendo oc — e poiché 

u u * 


nella seconda 


volta ne paga la terza parte si dovrà togliere il terzo di 
x da oc — —, e si avrà oc -^-.Ragionando dello stes- 

U LO 

so modo pel terzo pagamento avrà 



x x_ 

3 12 
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e perchè dopo fatti questi pagamenti si trova il debito di 
sole lire 630, dovrà stabilirsi la equazione 


x 


x 

’*T 


x_ 

3 


x 

12 


= 630 


Soluzione. — Si moltiplicano tutti i termini pel mi- 
nimo multiplo dei denominatori, cioè 12 ed eliminando il 
denominatore comune si avrà • 


12oc — 6x— 4m— cc=7560 
e riducendo si ottiene 

12m — liac=7560 
ossia sc=7560. 


Verificazione. — La metà di 1560 è 3780 , il terzo 
ne è 2520, il dodicesimo è 630; addizionando 3780-f-252c4- 
630 si ha 6930, la quale somma tolta da 6570 da per re- 
siduo 630 appunto come è stabilito nell’enunciato del pro- 
blema. 

Problema 2.° 


§ 64. A e B essendosi posti al giuoco in una bisca con 
una somma eguale hanno perduti entrambi. 

La perdita di A è di 12 scudi , quella di B di 57 ; 
dopo di ciò B non ha che il quarto di ciò che rimane ad 
A, si vuol sapere quanti scudi avea ognuno prima di giuo- 
care. 

Raziocinio d’intavolazione. — Chiamando x la som- 
ma degli scudi che ognuno avea prima di giuocare, e ra- 
gionando secondo il dato del problema si ha che dopo il 
gioco A avea perduto 12 scudi, e B 57; cioè a dire ad A 
resta x — 12 ed a B x — 57; e poiché B non ha il quarto 
di ciò che resta ad A, moltiplicando la porzione residuale 
di B per 4 si avrà la parte che resterà ad A, e quindi la 
equazione si stabilirà. 

4(sc — 57)=x — 1 2 

Soluzione. — Eseguendo la moltiplicazione del pri- 
mo termine per 4 si ha 

4x— 228=x — 1 2 

trasportando Tincognita nel primo membro ed il 228 nel 
secondo coi segni cambiati si ha 
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4x— x=228— 12 

e riducendo 


2cc=2t6 
da cui si ricava 





Yerificazione. — Togliendo 12 da 72 si ha 60 , che 
è la porzione residuale di A , e togliendo 57 da 72 si ha 
65 porzione residuale di B ed a seconda dell’enunciato del 
problema risulta appunto 15 quarta parte di 6o , cioè la 
parte di B il quarto di quella rimasta ad A. 


Problema 


§ 65. Un mulo ed un asino essendo gravati di barili, l’a- 
sino fu il primo a dolersi con dire : io sono tanto gravato 
che se tu mi dai un solo dei tuoi barili ; ne porterei il 
doppio di te. A cui il mulo rispose: dammene uno e sa- 
remo egualmente carichi. Si domanda qual è il numero 
dei barili dell’asino e quali quello del mulo. 

Raziocinio d’intavolazione. — Osservando le condi- 
zioni del problema si deduce che due sono le incognite , 
e quindi due debbono essere le equazioni da stabilirsi. — 
Chiamiamo x il numero dei barili dell’asino ed y quello 
del mulo; si avrà che il numero dei barili dell’ asino au- 
menta di 1 , cioè cc-J-1 è uguale al doppio numero dei 
barili del mulo meno 1, ossia 2 ( 2 / — 1) , e perciò la prima 
equazione sarà 

a3-f-l=2(* — 1) f 

In secondo luogo si sa che togliendo 1 dai barili 
dell’asino, cioè x — 1, si avrà un residuo eguale ai barili 
del mulo più 1 , cioè ad y-j - 1 , quindi si avrà 1' altra e- 
quazione 

a*— l=y-H 

Soluzione. — Si trovi il valore di x nella 1.* equa- 
zione, e quello di x nella 2.* e paragonando questi due 
valori si ha 

2y — 3 =i/4-2 
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trasportando y nel l.° membro e — 3 nel secondo 
2 y — y=2-f-3 

ossia y= 5 barili del mulo. 

Sostituendo il valore di y nella 1.* equazione data 
risulta cc=10 — 3 
ovvero x=l barili dell’asino. 

Verificazione. — Togliendo 1 da 5 si ha 4. ed ag- 
giungendo 1 a 7 si avrà 8, che è doppio di 4. Aumen- 
tando 5 di 1 si a 6, e togliendo 1 da 7 si ha eziandio 6, 

perciò si sono verificate le due condizioni del problema. 

# , 

' Problema 4.* 

§ 66. Un padre lega in testamento ai suoi figli una somma 
di denaro da dividerla egualmente , ed eseguita la divi- 
sione si trova, la porzione del primo 100 scudi, e la de- 
cima parte del rimanente della eredità; quella del secon- 
do di 200 scudi, ed un decimo di ciò che rimane, quella 
del terzo di 300 scudi ed un decimo del residuo della e- 
redità, la porzione del quarto è di 400 scudi, ed un de- 
cimo del nuovo residuo, e cosi in seguito. Si vuol cono- 
scere quale fosse la eredità , quale il numero dei figli, e 
quindi ciò che sia toccato a ciascuno. 

Intavolazione e soluzione 

Pongasi l’eredità =z, e la porzione di ciascun figlio=x; 

•7 

e perciò il loro numero = — . Si avranno le espressioni 

cc 

delle masse a dividere e delle porzioni spettanti a ciascuno 
dinotate come segue. 
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Masse 
a dividere 

Ordine 
dei figli 

Porzione di ciascuno 

Differenza di ciascuna 
porzione dalla se- 
guente 

Z. 

l.° 

i 

x=100+(“ ,1°°) 


Z — X 

2.° 

x=2 „ 1+ (^') 

-PT) 

z — 2* 

z — 3cc 

3.° 

l.° 

ac=300-f-^ z ~ 2 ® - 300 ^ 

-*°o+C““) 

»-cvn 

s— 4cc 

5.° 

» ™ . t z — 4a;-500\ 

X=3U«+( 1() ) 


• • 

• • 


• • • « 


Ora' essendo uguali le porzioni di ciascun figlio , 
quelle differenze ottenute debbono essere tutte zero e ri- 
trovandosi essere la stessa la espressione di ognuna di 
esse, basterà pareggiarne una ad arbitrio a zero , e si a- 
vrà l’equazione 

100 — / = 0 

\ 10 ) 

la quale equazione risoluta dà 
x=900 
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sicché la porzione di ciascun figlio è di scudi 900; e que- 
sto numero sostituito per la * in una delle equazioni 
della terza colonna, per esempio nella prima 

don i — ^00 

* = 100 + — io - 

si ha 

£=8100 eredità intera 

jj 

e quindi essendo — il numero dei figli si otterrà 

8100 _! ■ . 

900 


Problema 5/ 

§ 67. A, B, C, D, giuocando tra loro, A guadagna a B 
.la metà del dauaro che costui aveva ponendosi al gioco. 
B guadagna a C la terza parte del denaro che prima del 
giuoco avea , C a D la quarta parte di quello che aveva, 
e finalmente D ad A la quinta parta che costui avea. 

Terminato il gioco si trova aver ciascuno la stessa 
somma a di denaro. Si dimanda qual fosse il denaro di 
ciascuno prima d’incominciare il giuoco. 

Intavolazione e Soluzione 

Sia x il denaro di A, y quello di B, z quello di C. 
u quello di D. Le equazioni esprimenti le condizioni del 
problema saranno. 

1. * ... y=a 

l 

2 . a . . . v+y z=a 

ì 

3. * . . . z-|-— u—a 

4 

4. “ . . . w-f 4-a=a 

5 
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Prendasi nella 1 .* l'espressione di x rispetto ad y , e 
sostituiscasi nella equazione 4/ e si avrà 
... 1 4 

5. ■ • • «— i5= Wy « 

dalla quale prendendo l’espressione di u in y, e sostituen- 
dola nella terza si ha 

6. . . . 2 +- y = 7 a 

la quale equazione combinala con la 2f/ darà 
88 

y 119 

Quindi dalla stessa 2.* si avrà 
93 

z — — a 

119 

e dalla 1.* si otterrà 

„ _ 11 „ 

119 

finalmente dalla terza si avrà 
104 

u — a 

119 

E stabilendo per a un multiplo di 119, come per esem- 
pio il numero 357 che n’è il triplo , si avranno i numeri in- 
teri x=225, y= 264, z= 279, u=312. I quali numeri 
soddisfano le equazioni I / 2. a 3.* 4.* e perciò alla con- 
dizione del problema. 

LEZIONE Vili/ 


DELLE QUAMITA’ NEGATIVE 

/ • 

/ 

§ 68. Soventi volte avviene applicando le regole pre- 
cedenti per la risoluzione delle equazioni ad avere risultati 

4 

della forma — 8, — ecc. queste espressioni sono chia- 

5 

mate quantità negative e sono formate da valori aritmetici 
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preceduti dal segno — . Esaminando ora queste quantità 
allorché si presentano nei problemi ; verremmo in seguito 
a stabilire le regole per la loro applicazione ed uso nel 
calcolo. 

§ 69. — Sia proposto di risolvere il seguente pro- 
blema. 

Esempio l.° — Un padre aveva 42 anni nel 18S0 , suo 
figlio ne avea 22, si domanda a quale epoca V età del pa- 
dre è stata doppia di quella del figlio. 

L’ enunciato sudetto non indica se l’ epoca cercata era 
anteriore o posteriore al 1850. — Supponiamola posterio- 
re, e sia ® il numero degli anni decorsi dal 1850 a que- 
sta epoca. 

Essendo x gli anni dopo il 1850, l’età del padre sa- 
rà 42-f-cc, quella del figlio 22+®, a norma dell’ enuncia- 
to dal problema devesi avere 

2(22+®)=42+® (a) 

Risolvendo questa equazione, noi troveremo successi- 
vamente. 

44-f-2cc=42-f-a; 

2® — ®=42 — 44 
®=42 — 44= — 2 
®= — 2 

Il risultato ora ottenuto è del tutto impossibile non 
già perchè il problema è di tal natura , ma perchè si è 
supposta f epoca incognita posteriore al 1850. 

Supponiamola adunque anteriore, e sia ®' il numero de- 
gli anni decorsi fino al 1850. — A questa epoca l’età del 
padre è stata 42 — ®', quelle del figlio 22—®', ed in virtù 
dell’ enunciato dal problema avremo la equazione: 

• 2(22— ®')=42— x' ( h ) 

Risolvendo questa equazione si avrà successivamente 
‘ 44 — 2®'=42 — ®' 

44—42=2®'—®' 

®'=2 

Da questo esempio potrà dedursi la prima conse- 
guenza: 

Allorqiumdo la incognita di un problema è suscettibile 
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di essere computata in un doppio senso , e se risolvendo 
il problema si ottiene una quantità negativa bisogna 
cambiare il senso attribuito a questa incognita nello sta- 
bilire la equazione. 

È da osservarsi che la vera soluzione oc'=2 del pro- 
blema precedente non è altro che la quantità negativa tro- 
vata in primo luogo, presa col segno positivo. Questo ri- 
sultato non è stato per azzardo , ma perchè necessaria- 
mente dovea avvenire. Ed in fatti sostituendo — 2 in luo- 
go di x nella equazione (a) si otterrà la eguaglianza 

2 [ 22-K-2) I =42+(_2) 
ossia 44 — 4=41 — 2 
40=40 . 

Se dunque sostituendo — 2 ad x nella equazione (a) 
questa sarà soddisfatta, eziandio sostituendo — oc' in luogo 
di oc e facendo oc'=2 1’ equazione (a) addiverrà 
2(22=a3')=42 — x' 

cioè a dire identica all’ equazione (6). Dunque nella equa- 
zione (6) era necessario ammettere la soluzione oc'=2. 

Da ciò si deduce la seconda conseguenza : 

Dopo dò che si è dello pel valore negativo ottenuto di 
x, al quale gli si era attribuito un senso falso nello stabi- 
lire la equazione, non è necessario rimettere il problema 
in equazione : bastando nello stesso tempo considerare la 
incognita nel senso inverso di quello attribuitogli, vale a 
dire di considerare positiva la quantità negativa trovata. 

§ 70. — Esempio 2.° — Una persona ha impiegato un 
operaio durante 13 giorni di està e 17 giorni d’ inverno , 
pagandogli 2 lire di meno per ogni giornata d' inverno 
che per quelle di està. La prima volta all' operaio sono 
state ritenute 22 lire, e la seconda volta ha avuto 28 lire 
dippiù. Sapendo che in dascuna volta ha ricevuta la 
stessa somma , si domanda quale è il prezzo convenuto 
per una giornata d' inverno, e quale quello per una gior- 
nata di està. 

Sia x il prezzo di una giornata di està, m-,2 sarà il 
prezzo di uni giornata d’inverno. In ciascuno giorno l’o- 
peraio ha ricevuto 17 (x-r-2) lire conte compenso di 17 gior- 
ni di lavoro più una gratificazione di 28 lire, in tutto lire* 
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11 (x — 2)-J-28. Nella està ha ricevuta una somma rappre- 
sentata da 13x— 22 , e poiché queste somme devono es- 
sere eguali, giusta F enunciato, si avrà 1‘ equazione 

17(x— 2)4-28=132-22 (c) 

che risolvendola darà successivamente 
lice— 34+28=1 3x-22 
17x — 13x=34 — 28—22 
4x=34— 50 
4x=34— 50= — 1 6 
x = — 4 

Questo risultato debbesi considerare come assurdo non 
essendo possibile di supporre il prezzo di una giornata 
con due valori opposti. Il risultato adunque a^=— 4 indi- 
ca F assurdità del problema. 

Però cangiando x in x', cioè x=— 4 in x'=4 e so- 
stituendo — x' al luogo di x nella equazione (c) , questa 
addiverrà 

!1(— x'— 2)4-28=1 3(— x')— 22 
e cambiando i segni dei due membri 
n(x'-f-2)— 28=13x'+22 

la quale equazione rimarrà soddisfatta facendo x=4. 

Ora se si riguarda x' come il prezzo di una giornata 
di està , è chiaro che la equazione ( d ) corrisponderà alla 
traduzione del problema seguente: 

Un tale ha impiegato un operaio per 13 giorni dì està 
e 17 giorni d’ inverno, pagandogli 2 lire dippiù per ogni 
giornata d ’ inverno che per ciascun giorno di està. La 
prima volta, V operaio ha meritato una gratificazione di 
22 lire, mentre nella seconda volta ha subito una ritenuta 
di 28 lire. Sapendosi c/te ogni volta ha ricevuta la mede- 
sima somma, si domanda il prezzo di una giornata d’in- 
verno e quello di un giorno di està . 

In questo caso siamo sicuri che il problema ammettè 
la soluzione x'=4. 

Da questo esempio e dalle conseguenze anzidetto pos- 
siamo conchiudere: * 

1 .® Allorquando , nella risoluzione del problema si 
giunge ad una soluzione negativa , se V incognita non è 
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suscettibile di essere computata in doppio senso , deve ri- 
gettarsi il problema come assurdo. 

2.° Tulle le volte , se si vuole rettificare V enunciato del 
problema, basta cangiare x in x' , oppure, ciò che tor- 
na lo stesso, x in — x nella equazione primitiva , e tra- 
durre la nuova equazione nel senso più proprio all’enun- 
ciato proposto. 

Conviene però riflettere che questa rettifica è pura- 
mente facoltativa, e che il più delle volte sonovi dei pro- 
blemi in cui non è possibile di farla. 

§ 71. — Calcolo delle quantità negative. — Essendo in- 
trodotte le quantità negative nel calcolo , è essenziale di 
poterle computare alla stessa guisa dei termini negativi dei 
polinomi. Si applicheranno adunque alle quantità negative 
le stesse regole del calcolo dei termini negativi. 

E perciò stabiliamo: 

1. ° Aggiungere una quantità negativa ad una quantità 
positiva , o negativa , è lo stesso che scrivere la seconda 
in seguito della prima col segno suo proprio. 

Esempio 5-f(— 3)=5— 5 
— 5-K— 7)=— 5— 7 

2. ° Togliere una quantità negativa da una quantità po- 
sitiva o negativa torna lo stesso che scriverla in seguito 
della prima col segno cangiato 

Esempio 7 — ( — 3)= 7-f-3 
_ 7 — ( — 3)= — 7-J-3 

3. ° Per moltiplicare una quantità negativa per una quan- 
tità positiva, oppure una quantità positiva per una negati- 
va bisogna trarre il prodotto dei loro valori assoluti fa- 
cendogli precedere il segno — ;e per moltiplicare una quan- 
tità negativa per un altra negativa conviene calcolare il 
prodotto dei loro valori assoluti e mettere davanti ad esso 
il segno + 

Esempio — (-f-5)x(— -7)= — 35 
(_3)x(+4)=-12 
(— 5)x(— 4)=+20 

4. ° Per dividere una quantità negativa per una quantità 
positiva o viceversa, conviene trovare il quoziente dei lo- 
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ro valori assoluti facendogli precedere il segno — ; ma se 
fosse d’uopo dividere fra loro due quantità negative si tro- 
verà il quoziente dei loro valori col segno -{— 


Esempio 


±1 =— 2 
-4 4 

—7 __ _7 

-|-9 _ ~9 



Con queste regole stabilite, andremo sviluppando con 
qualche esempio come con l’ uso delle quantità negative , 
1’ algebra ottiene il suo scopo importante, cioè la genera* 
lizzazione. 

§ 72. — Finora un polinomio è stato da noi riguardalo 
come il risultalo della combinazione di varii monomi per 
via di addizione o di sottrazione, segue da ciò che un po- 
linomio avendo un numero determinato di termini può pre- 
sentare varie forme differenti a misura che i suoi termini 
sono preceduti dal segno -f- o dal segno — . 

Consideriamo in fatti il polinomio 


5—7 +3— 2+2 

in virtù della regola esposta per 1’ addizione delle quanti- 
tà negative esso può scriversi 

5_[_( — 7)— — 2)-t-2 


ovvero 
e perciò 


5-j-3+2— 7-2 
10—9=1 


Supponiamo essere dato il polinomio 
o — 7-f-3 — 6 

esso può scriversi sotto la forma 
(5+3)-(7-f6) 

8—13=8 — 8—5 

Considerando il risultalo ora ottenuto con quello del- 
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I’ esempio precedente, possiamo stabilire la seguente rego- 
la generale: 

In qualunque caso il valore di un polinomio si ottie- 
ne facendo la somma dei valori dei suoi termini positivi , 
e la somma dei valori dei termini negativi , sottraendo 
queste due somme V una dall' altra , e premettendo al ri- 
sultato il segno della somma maggiore. 

Risulta chiaro da ciò che per cangiare il segno del 
valore di un polinomio basta cambiare i segni di tulli i 
suoi termini. 


LEZIONE XIII.* 

CONTI N t ! A L I O N F. 

§ 73. — Addizione. — Siano da addizionare i due poli- 
nomi » 

A— B , A'— B' 

che noi supponiamo per semplicità essere rappresentalo 
ciascuno da due termini uno positivo, 1’ altro negativo. 

Se si suppone A 7 B, e A' 7 B' 
avendo i polinomi i valori positivi la loro somma sarà 

A — B-|-A' — B' 

E supponendo in secondo luogo A?B, ed A'^B 
il primo polinomo ha un valore positivo, ed il secondo un 
valore negativo eguale a — (B' — A') , 1’ operazione allora 
si riduce ad addizionare una quantità positiva con una quan- 
tità negativa, ed il risultato sarà 

A-B-(B'-A') 

Se poi il valore assoluto del secondo polinomio sia 
minore di quello del primo sarà allora il caso della sottra- 
zione e non dell’ addizione di maniera che il risultato ad- 
diverrà 

A— B-B'+A' 

il quale è algebricamente identico a quello ottenuto nel 
caso in cui i polinomi aveano i valori positivi. 
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Se al contrario il valore assoluto del secondo polino- 
mio è maggiore del primo 1* espressione 
A — B ~(B— A') 

è negativa , ed il suo valore assoluto è uguale alla diffe- 
renza dei valori assoluti dei polinomi A— BeB' — A'. Que- 
sta espressione può dunque scriversi 
— t(B —A') — (A— B)] 

ossia 

— (B'— A'— A+B) 
che può anche scriversi 

— B'-f- A'-j-A — B 

il quale risultato coincide ancora , salvo 1’ ordine dei ter- 
mini, con la dimostrazione fatta per J’ addizione dei poli- 
nomi col valore positivo. 

§ 14. — Sottrazione — Le regole date perla sottrazione 
dei polinomi sono la conseguenza della regola per 1’ addi- 
zione , e può estendersi egualmente ai valori negativi. 

§ 15. — Moltiplicazione. — Siano A — B ed A'— B' 
i polinomi da moltiplicare, che noi supponiamo ridotti cia- 
scuno a due termini. 

Se noi facciamo A^-B ed A'^B' i polinomi avranno 
un valore positivo e la regola data nel § 11 darà per tì 
sul tato: 

(A — B)(A' — B')=AA' — AB' — BA'-f-BB' 

Se poi A^B ed A'^B', il primo polinomio terrà un 
valore positivo ed il secondo un valore negativo eguale a 
— (B' — A'), per cui si ha 

(A — B)(A' — B')=(A — B) | -(B'-A').j 

Ma per moltiplicare una quantità positiva per una quan- 
tità negativa conviene trarre il prodotto dei loro valori as- 
soluti facendogli- precedere il segno—, per cui il risulta- 
to precedente può scriversi 

— ) (A — B)(B' — A') | 
ossia — | AB' — BB' — AA'-f BA' j 

e cangiando i segni a tutti i termini si otterrà finalmente 

— ABH-BB'+AB'— BA' 
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risultato identico, salvo 1* ordine dei termini, a quello da- 
to applicando la regola per la moltiplicazione dei polino- 
mi positivi. 

Nello stesso modo potrà trovarsi il prodotto essendo 
A^B con A'^B' 

A^B con A'^B' 

EJa regola per la moltiplicazione di due polinomi si 
troverà eziandio estesa al caso quando o uno dei polino- 
mi o amendue hanno dei valori negativi. 

§ 76. — Divisione. — Essendo le regole per la divisio- 
ne una conseguenza di quelle della moltiplicazione , esse 
potranno della medesima maniera applicarsi ai polinomi d i 
valori negativi. 

§ 17. — Un binomio allora quando ai segni dei suoi ter- 
mini si comprende il caso in cui il suo valore è negativo, 
può prendere le seguenti forinole: 

— h' ,—i i -{-A, — a —h' . 

Elevando 'i quattro binomi a quadrato, secondo la re- 
gola della moltiplicazione dei polinomi si avranno le se- 
guenti forinole: 

(ii-j— /i)* — tt 1 * [ /i> a — j — 2cz/t . . • . (1) 

(a — — 2 ah' .... (2) 
(-a'-\~h) M =à ,a -\-h* — 2 ah. . . . (3) 

( — a'— A')==a'*-|-/i'*-|-2a7i\ ... (4) 

Ora è da considerarsi che in virtù delle quantità ne- 
gative può, al caso, il primo cangiarsi negli altri tre. 

Ed in fatti immaginiamo che nella formola (1) noi dia- 
mo ad h il valore negativo — h', ossia diventerà 
| <*+( — h) | »=a’+2a(— fc')+ (— A')» 

ovvero 

(u — h ) a =a a -f-2ah -f-/i 1 
e perciò abbiamo ritrovato la formola (2). 

Similmente se nella formola (1) facciamo a= — a', ot- 
terremo: 

( — — a") * -|-2) — a')/i-f- h* 

ossia 

( — o'-j-/i ) *=a' a — 2a7ir-f-/i* 
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cioè a dire la forinola (3). 

Co sì ancora supponendo ci= — a', e lv = — li la forino- 
la (1) darà la forinola (4). 

§ 78. — Se in cambio di un binomio si considera un 
trinomio esso presenterà , in quanto ai segni dei suoi ter- 
mini, le seguenti otto forinole: 

a-f-h-f-c , a-\-h—c 

o-f/i-fc , — a-f-A-H 
a—hr — c , — a-\- h—c 
— a — h-\- c , — a— /i-j-c 

Mediante delle considerazioni analoghe alle precedenti 
si potrà osservare che la formola 

(a-f /ir-f-c) *=«*-(- h*-f c*-\-2ah-\-2ac-\-ì he 
la quale esprimerà il quadralo di questo tronomio , ed al 
caso darà il quadrato degli altri, cangiando a in — a, h in—h 
eee., di maniera che in virtù delle quantità negative si po- 
tranno ridurre le otto formole in una sola. 

Osservando i due esempi precedenti e generalizzando 
il procedimento al caso di un polinomio, Descartes stabilì 
il seguente principio: 

Quando una grandezza è suscettibile di essere com- 
putata in due diversi sensi , si riguarda il suo valore 
come positivo, quando essa è computata in un senso, e si 
deve sul calcolo considerar come negativa quando si tro- 
va computata nel senso inverso. 

§ 79. — Conchiodiamo la presente lezione col seguente 
problema, il quale potrà essere in seguito di molta utilità 
per le sue variazioni e pel procedimento di esso. 

Dato un mobile che si muove uniformemente su di 
una retta, stabilire una formola la quale esprime la sua 
posizione ad un istante qualunque su questa retta. 

P A B Q 

Sia PQ la linea percorsa dal mobile. È chiaro che la 
sua posizione ad un istante qualunque sarà determinata se 
sappiamo a quale a distanza si trova in quell’ istante un 
punto lisso A, che si chiama origine delle distanze , e da 
qual parte di questo punto. 

Ammettiamo che il mobile si movesse da sinistra ver- 
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so destra con una velocità v, e H stando la posizione che 
occupa ali’ epoca attuale, rappresentiamo AB con a. Il mo- 
bile ad un tempo determinato può trovarsi in tre parli di- 
stinte: in un tempo futuro sarà a destra di B, in un tem- 
po passato tra A e B oppure a sinistra di A. 

Suppongasi essere a destra di B e propriamente in M . 

M " A SF B M ~ 

avremo 1’ equazione AM=AB-j-BM. 

E chiamando x la distanza AM; t il tempo che deve 
passare prima che il mobile giunga in M ; v la velocità , 
cioè lo spazio percorso durante 1’ unità di tempo, vt rap- 
presenta lo spazio percorso dal tempo t cioè BM. L’equa- 
zione precedente potrà scriversi sotto la forma: 
x=a-}-vt (1) 

Supponiamo in secondo luogo essere il mobile tra A 
e B in M', avremo 

AM AB — BM' 

e dicendo x la distanza AM' 1’ equazione sarà 
x=a — vt' (2) 

Poiché, secondo il princìpio di Descartes enunciato di 
sopra, può convenirsi di considerare negativi gli spazii dei 
tempi computali nel passato, possiamo dire che la equa- 
zione (1) conferma la equazione (2) ; ed in fatti se nella 
equazione (1) si farà f= — t', risulterà 
oc=a-}-t’( — t') 

ossia 

x=a — vt' cioè 1‘ equazione (2 j 

Supponiamo in terzo luogo , che il mobile situato a 
sinistra di A in M", avremo 

AM "=BM" — AB 

e chiamando oc" la distanza di AM", e t' il tempo percor- 
so 1’ equazione prenderà la forma 
oc "=vt"—a (3) 

E questa terza formola è eziandio compresa nella for- 
inola (1), quante volte si ponga oc= — as", e 1= — t', e sarà 

— OC — Vt '-\-CL 

oc’ — vt" — a cioè la formola (3). 
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Cosi ancora la forinola (1) in virtù del principio di 
Descartes determina esattamente la posizione del mobile a 
qualunque tempo sia passato , sia futuro. 

§ 80. — Terminando le quantità negative dobbiamo far 
menzione di due importanti conseguenze: — 

i.° D'ordinario dicesi che una quantità negativa sia mi- 
nore di 0, ciò risulta dalla idea che si fa delle disugua- 
glianze di due quantità: la più piccola delle quali è quel- 
la alla quale conviene aggiungere una quantità maggiore 
per arrivare al medesimo risultato. Per es. al termine — 3 
conviene aggiungere 8 per avere 5; mentre che per avere 0 
bisogna aggiungere solamente 3, e perciò — 3^;o. 

2 0 Di due quantità negative la piccola è quella che ha 
il valore assoluto più grande. Per es. — 5 ^ — 3 , poiché 
per avere zero conviene aggiungere -f-5 al — 5 , mentre al 
— 3 basta aggiungere-f-3 — . 

Conchiudiamo questa 2.® parte dell’algebra con i seguenti 
Problemi a risolversi. 


1. Quale è il numero il terzo ed il quarto del quale som- 
mati insieme fanno 63. 

2. Domandato uno che ora fosse , rispose le ore che 


debbono passare per terminare il giorno sono di quelle 

O 


già scorse; si domanda che ore erano. 

3. Un padre lascia a tre figlie la eredità di Lire 16000, 
dicendo che il primo debba avere Lire 2000 più del se- 
condo, e questo Lire 1000 più del terzo ; si domanda le 
porzioni di ciascuno. 

4. Un maestro domandato del numero dei suoi allievi , 
rispose : la loro metà insieme col terzo e col sesto man- 
cano dallo intero numero per 10. 

5. Una vasca riceve acqua da quattro tubi, il primo dei 
quali da sè solo la riempirebbe in un giorno, il secondo 
in due giorni, il terzo in tre giorni, ed il quarto in quat- 
tro giorni; — si domanda il tempo in cui quella vasca si 
riempirebbe dandogli l’acqua tutti e quattro i tubi in- 
sieme. 

6. Si domanda un tal numero , che dal suo doppio to- 
gliendo 1 , e dal doppio di questo residuo sottrattone 2 , 
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e finalmente diviso tal secondo residuo per 4; questo quo- 
ziente sia quanto il numero cercato meno 1. 

I. Un’ agente A produce 1’ effetto a nel tempo t, un’al- 
tro agente A' è capace produrre uno effetto a' nel tempo 
t'. Similmente un terzo agente A" produce l’effetto a" nel 
tempo t", e cosi di altri. Si domanda in che tempo pro- 
prio produrranno un effetto e tutti i sudelti agenti operando 
insieme. 

8. Un numero è composto di 3 cifre le quali hanno, le 
seguenti proprietà : le centinaia più le unità meno le de- 
cine sono eguali a 5; — le centinaia più le decine danno 
le unità più 11; — e la somma delle unità, decine, e cen- 
tinaia danno 17. Si domanda quale sia questo numero. 

9. Si domanda quanti scudi posseggono Tizio Caio e 
Sempronio , sapendo che Tizio e Caio insieme ne hanno 
insieme 50; e finalmente Caio e Sempronio ne hanno in- 
sieme 60. ' 

10. Conoscendo T età di un padre e quella di suo figlio, 
si vuol sapere in quale epoca della loro vita la 1.* sarà 
tripla della 2. a 

II. . Un operaio fa una convenzione con un proprietario 
che per ogni giorno che lavora, il proprietario dovrà dargli 
Lire 12, e per ogni giorno che sta in ozio dovrà rimborsare 
il proprietario di Lire 5; — dopo 30 giorni fanno il conto ed 
all’ operaio non gli spettano che solamente lire 40. Si do- 
manda quanti giorni ha lavorato e quanti giorni è stato 
in ozio. 

12. Tre persone A,B,C si sono messi a giuocare con som- 
me differenti. In una prima partita A perde , B e C raddop- 
piano le loro poste; per un altra partila B perde mentre le 
poste di A e di C si raddoppiano; e finalmente in una terza 
partita C perde, facendo raddoppiare le poste di A e di B — 
Dopo ciò i giocatori si ritirano ciascuno con 120 lire, si vuol 
sapere con quali somme essi si sono messi al giuoco. 

13. Le some di un mulo e di un cavallo pesano Chg. 350; 
la somma del cavallo supera quella del mulo di 50 Chilo- 
grammi si domandono i pesi delle rispettive some. 

14. Dividere il numero 120 in due numeri tali che la 

terza parte del primo , e la quinta parte del secondo for- 
mano 40. s 

15. Ho due monete tali che la maggiore è quintupla del- 


u 

la minore e vale 20 lire, dippiù, si domanda quanto vale 
ciascuna. 

16. Un padre ba 40 anni, suo figlio ne ha 10; si vuol 
sapere quanti anni dovranno passare, perchè l’età del pa- 
dre sia tripla di quella del figlio. 

17. Se si raddoppia il numero dei miei scudi, dice un 
uomo, ne darei 8; si soddisfa tre volle questo suo deside- 
rio , e si trova non avere più nulla ; si domanda quale è 
il numero degli scudi. 

18. Secondo Vilruvio , la corona di Gerolamo re di Si- 
racusa, pesava 20 libbre. Archimede trovò che pesata nel- 
1’ acqua avea una perdita di peso di 1 libbra ed 1|4. Si 
domanda quanto di oro e quanto di argento conteneva es- 
sendo formata di questi due soli metalli. 

È da ammettersi che la densità dell’ oro è 19 e quel- 
la dell’ argento 10,50. 
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PARTE TERZA 


LEZIONE XIV. ‘ 


POTENZE E RADICI DEI MONOMI. 


§ 81. — Sia pqr un prodotto ed n un numero positivo 
e supponendo voler elevare pqr alla potenza n si ha 
(pqr) n =pqrxpqr . . . xpqrx 

ovvero 

(pqr) n =ppp . . . xqqq . . . xrrr. . . p n q"r n 

adunque un prodotto s'innalza a potenza innalzando 
ciascun fattore a questa potenza. 

Se si tratta di una quantità a m , che ha già un’espo- 
nente si avrà 

(a m ) n =a m xa m xa ,n x . . . = a m ^ m . . . = a mn 

È perciò una quantità già affetta da esponente s' in- 
nalza a potenza moltiplicando questo esponente pel gra- 
do della potenza. — Volendo innalzare un monomio qua- 
lunque a potenza può questo riguardarsi come un prodot- 
to, e quindi innalzare tutti i fattori a questa potenza con mol- 
tiplicare tutti gli esponenti pel grado di questa potenza; e 
qui conviene osservare che quando una quantità è positi- 
va , ciascuna sua potenza è positiva ; ma quando la quan- 
tità è negativa è chiaro per la regola dei segni che la 2/ 
potenza è positiva, la 3/ negativa, la 4.* positiva , la 5.* 
negativa, ed in generale tutte le potenze di esponente pa- 
ri sono positive e tutte le potenze di esponente dispari 
sono negative. 

8 82. — Le regole date nel precedente § si possono in- 
vertire per la estrazione delle radici stabilendo. 
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1 . ° La radice di un prodotto si estrae , estraendo la ra- 
dice da ciascun fattore. — Per es. \/§a*h 2 =2ah. 

2. ® La radice di una quantità affetta da esponente si 
estrae dividendo questo esponente pel grado della radi- 

3 

ce. — Per es. \/ r a 6 h 9 =a t h i avendo diviso 6 e 9 per 3 
indice del radicale. 

3. ° La radice di un monomio qualunque si estrae e - 
slraendo quella del coefficiente, e dividendo gli esponen- 
ti di ciascuna lettera per V indice della radice. — Per es. 

5 

V^343a 9 /i , =7a , h avendo eslratta la radice 3.* da 343, e 
diviso 9 e 3 esponenti della potenza per 4 indice del ra- 
dicale. 

4. ® Quando la radice da estraersi è d'indice pari deve 
avere il doppio segno -f- quando è d’ indice impari il ra- 
dicale deve avere lo stesso segno della potenza. 

Conviene osservare che una quantità o sia positiva o 
negativa innalzala ad una potenza di esponente pari darà 
sempre una quantità positiva , e perciò ogni espressione 
composta di un radicale d' indice pari posta sopra una 
quantità negativa rappresenta una quantità immagina- 
ria. Così supponendo che a eh siano grandezze positive, 

4 6 

i radicali ^—a \J~ !l sono ( l uaatità immaginarie. 

§ 83. — Il valore di un radicale non si altera se si 
moltiplicano per un medesimo numero V indice e V espo- 
nente della quantità pòsta sotto al segno-, ed in effetti si ha 



dico che moltiplicando per p tanto l’indice m che 


l l esponente n, si avrà la espressione 


mp 


V 


ja n e uguale ad essa; 


poiché innalzando ciascuno dei due membri alla potenza 
mp si ottengono dei risultati identici 




dunque F eguaglianza è vera ; e da questo principio pos- 
siamo stabilire il modo di ridurre allo stesso indice più ra- 
dicali che lo hanno diverso. 

§ 84. — Riduzione allo stesso indice. 

Siano proposti i radicali 

m n p 

\j a ’ ^ \J C 

da ridurre allo stesso indice. 

Si moltiplichi l’indice di ciascun radicale e l’csponen? 
te della potenza pel prodotto degli indici dogli altri radi- 
cali , facendo m indice del primo radicale xnxp—mnp , 
l’esponente 2 della grandezza a sotto il primo radicale 
xnxp—2np, perciò risulta 

m mnp , 

\F = •• 

della medesima maniera si opera su gli altri, e si avran- 
no i radicali. 


mnp mnp mnp 



i quali, come chiaramente si scorge, tengono il medesimo 
indice. 

Quindi conchiudiamo che per ridurre più radicali di 
diverso indice ad altri equivalenti del medesimo indice, 
bisogna moltiplicare V indice di ciascun radicale pel prò - • 
dotto degli altri, ed innalzare la quantità sottoposta ad 
una potenza il cui grado è indicato dal medesimo prodot- 
to. Quando non sono primi tra loro gl’ indici dei radicali 
si possono ridurre ad un medesimo indice , il quale sarà 
più semplice di quello che darebbe questa regola come 
apparirà chiaro dallo esempio seguente. 

Siano da ridurre al medesimo indice. 
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>> * 


6 « 

sf a b \/h* s/ c l 

Prendiamo il minimo multiplo degl’indici, che è 12 ; 
e moltiplichiamo l’indice ,di ciascun radicale per 1’ espo- 
nente della quantità sottoposta al segno pel quoziente che 
si ottiene dividendo 12 per questo indice, e si hanno i 
radicali. 

12 12 12 
y'a 8 //i» 

Adunque se gli indici dei radicali da ridursi al 
medesimo indice non sono primi ira loro; si prende per 
indice comune il minimo multiplo, e s'innalza la quan- 
tità sottoposta a ciascun radicale alla potenza il cui 
grado è indicato dal quoziente del minimo multiplo per 
l'indice di questo radicale. 

Passaggio dei fattori fuori o sotto un radicale. 

§ 85. Il passaggio di un fattore o di un divisore fuori o 
sotto un radicale viene stabilito nel seguente principio : 
se sotto un radicale vi è un fattore o un divisore che 
abbia l'esponente eguale all'indice del radicale, questo 
fattore o divisore si può situare fuori il radicale sop- 
primendo l'esponente; e viceversa un fattore o un divi- 
sore esistente fuori ad un radicale si può porre sotto il 
radicale ponendovi un'esponente uguale all'indice delle 
radici. 

Così sarà 

m m 

I a m h _ ayA 

V C m D C m /D 

ed infatti quest’uguaglianza è vera perchè innalzando cia- 
scun membro alla potenza m i risultati sono identici, poi- 
ché si ha 
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Questo principio si può applicare alla semplificazione 
dei radicali, cioè a trasformare un radicale in un prodot* 
to di due fattori di cui uno sia razionale e Taltro sia un 
radicale dello stesso indice proposto , ma che non abbia 
alcun fattore o divisore che sia potenza esatta del grado 
indicato dall'indice. 

Sia proposto il radicale 

3 

a 7 ò 5 c* 
m 3 n l 

decomponiano il numeratore ed il denominatore della quan- 
tità sottoposta al segno in due prodotti dei quali 1’ uno 
contenga tutti i fattori che sono terze potenze esatte, e l’al- 
ro non ne contenga alcuna, si avrà 

o 7 6 5 c 3 a 6 6 3 c* 

m 8 n> m 6 n s mn 2 

e perciò il radicale dato si trasformerà in 

3 

a 6 ò 3 c 3 ab * 

X 

m 6 w 3 mn 2 

ed estraendo la radice terza dal primo fattore si ha 

a 6 b 3 c 3 
m 2 n' 

Da ciò si potrà rilevare la seguente regola (per sem- 
plificare un radicale conviene decomporre tanto il nume- 
ratore che il denominatore (se vi è) delle quantità sotto- 
poste al segno in due prodotti, dei quali Vuno contenga 
dei fattori che siano potenze esatte del grado indicato 
dall'indice e l’altro non ne contenga alcuno. Quindi si 
pone ciascuno dei prodotti formali dai fattori sotto il se- 
gno del radicale, allora sarà facile estrame la radice dal 
fattore, che è potenza esatta, e questa radice formerà il 
coefficiente del radicale avendo sotto il proprio segno l'al- 
tro fattore. Con questa regola i radicali 






3 

^98 e \/Zila l b* sono ridotti a 

3 3 ' 

vA9x2 = 7/2 , e ^/UWb* =la/6* 

LEZIONE X'V.* - 

Operazioni sei radicali — Esponenti frazionari 
e negativi 

§ 86. Diconsi radicali simili quello dello stesso grado 
e che hanno la medesima quantità sottoposta , qualunque 
ne sia il coéfficiente. 

§ 81 . — Quando si suol fare l’addizione o la sottrazio- 
ne di più radicali conviene che siano simili e quindi si o- 
pera la riduzione algebrica. 

Per esempio 

4 4 4 

Vi\/ a 3 -f-hcv r i a 3 =(3/t-f-ùc)\/‘ a 3 
e volendo addizionare 

4/l\/'a 3 -4-5c\/’a < +^ m V ra3=: (^4"5c-|-7mv/'a , 
Quando i radicali non sono simili s’indica l’addizione 
o la sottrazione interponendo tra essi il segno più o me- 
no. Per esempio volendo addizionare 

v/a m con y/h n si avrà \/ a? 

% 88. — Teorema — Il prodotto delle radici quadrate di 
due o più quantità è uguale alla radice quadrata del prodotto 
, di queste quantità. 

Così si avrà 

s/ a\/b\ / c=V abe 
Supponiamo infatti 

\/a^h\/c=.k 

sarà 

abe— A* 

donde 

abc*= A 


Digiti. 


81 

in modo che le espressioni ^a^b^c e \fabc, avendo lo 
stesso valore A, sono eguali. 

8. 89. — Generalizzando questo teorema si stabilisce 
che per moltiplicare più radicali dello stesso indice con- 
viene moltiplicare le quantità sottoposte ai radicali e porre 
il prodotto sotto un radicale dello stesso indice dei propo- 
sti; per esempio 

m m m m 

/ o n x/hx/' c=\/ a n hc 

Per moltiplicare più radicali di diverso indice bisogna 
prima ridurli allo stesso indice e indi si applicherà la re- 
gola di sopra indicata. Cosi si ha. 

p q pq pq pq 

V^a" X y/'h m — V a n >lx//i m f=/ a n q/i m p 

Per dividere l’uno per l’altro due radicali dello stesso 
indice basta dividerne le quantità sotto i radicali, mettendo 
il quoziente sotto un radicale dello stesso indice dei pro- 
posti. Per esempio ' 


ra m 



Quando i radicali sui quali devesi operare sono di di- 
verso indice, si riducono prima allo stesso ed indi si ap- 
plica la regola suddetta. 

Per esempio 

m mn mn 

piF 

n mn \j ' „nT 

i/c l/C" y ° 

§. 90. — Per innalzare un radicale a potenza conviene 
innalzare a questa potenza la quantità sotto il segno. 

Così si ha 

(/•) = \/f 
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Ed in effetti innalzando alla'potenza n queste due quan- 
tità i risultati sono identici, poiché 

( m \ n /ai \ m " / m • m\" 

✓a ) « = ( (/a) ) =« 

e 

in 

(/a n ) m = a" 

§ 91. — Per estrarre la radice in da un radicale basta 
moltiplicarne l’indice per in. Cosi si ha 

in ran 

a avendo moltiplicato l’indice m per n 


e 

m mnp 

Sfo-F . . 

r. 92- Per estrarre la radice n da a m bisogna di- 
videre 1’ esponente in per l’ indice n della radice , e poi- 
che questa divisione è impossibile, si è convenuto di 
prendere per valore della radice la quantità affetta dallo 

esponente — in maniera che si avrà 
n 

n 

v'a 01 = a“ 

Quando si volesse dividere a m per a" converrebbe se- 
condo le regole date togliere n da m , e supponendo vi 
minore di n la sudetta divisione sarebbe impossibile ad 
eseguirsi, e perciò si è stabilito di prendere per quozien- 
te la quantità affetta da un’esponente che sia il risultato 
della estrazione di in da n preso negativamente; così sup- 

a m 

ponendo essere n=m~{-p , sarà ^ m -~- — a f ; oppure 

n® • 

semplificando la frazione — col sopprimere il comune 
i a p ì 

fattore a m , si ha a p e perciò sarà a p = a E per- 
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ciò una quantità elevata ad un esponente negativo rap- 
presenta il simbolo della unità diviso per la stessa, 
quantità innalzata allo stesso esponente preso positiva- 
mente. 

Similmente si è convenuto di rappresentare con a* 

a m 

il quoziente della divisione — , e poiché — è uguale ad 

1 , quindi a°=l , perciò una quantità innalzala all’ espo- 
nente zero è il simbolo dell’unità. 

$ 93. — Le regole esposte per le operazioni sulle quan- 
tità elevale a potenze intere o positive , valgono anche 
quando gli esponenti sono frazionari o negativi. 

m p 

Sia da moltiplicarsi a" per a q si avrà 


m p mq-4-np 

a~ x a~ = a 


Ed infatti essendo 




m p 

ed a q 
q 




sarà a “ x a q xVo” , 

i radicali allo stesso indice si avrà 

nq nq _ 


e riducendo 


a 11 x 


a T _ r ' *\P 


ed eseguendo le moltiplicazioni si avrà 

nq mq+pn 


? 


ft m, r t 'f* n ovvero a qn 


Sia da innalzare alla potenza q la qualità a l * 


si avrà 


/ m \ p m P / ™ \ P 

f a 0 I q = a »q , ed infatti ( a n ) q = 


\ 

t 


« 


v 

3 

i 


% , 
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m \ p 


_ q , /“, \ p " „ / “ 

WO'. e poiché VV a ” J=\P^sarè " 

» 

»/ " m x C<J estraendo Ja radice q da Ja m p si avrà 
V(vW), V 

/ m \ p n 4 

[a* y = 


mp 

u p ovvero a~m 


m -n ro -n m-i, 

Sia da moltiplicarsi a per a , sarà a x a=ci 

— - _L 

ed infatti essendo o"“ = a n sarà a m xcr n =a m xa n = 
a m 

—, ovvero come si è stabilito nel precedente § il quoto 

di a m per a" sottraendo gli esponenti, perciò' sarà 
a m xa~"=a m ~ n 

Sia da innalzarsi alla potenza n la quantità a" m sarà 

i 

(a~ m ) n ==a~ mn , ed in falli essendo a~ m = a m , sarà 

✓ \ » / ì \ n 1 

( a )=( a m )—amn = a~' mn 

% 

Sia da innalzarsi a~ m alla potenza sarà 
(a- m )-"=a mn 
ed infatti si ha 


/ -m \-n/ — \-n J_ _J_ 

Il '«1 -mn 

V J=\ a )= a a — = a- 


• E poiché per la moltiplicazione e 1* innalzamento a 
potenza nel caso degli esponenti negativi si seguono le 
medesime regole assegnate nel caso degli esponenti posi- 
tivi , cosi deriva che lo stesso potrà applicarsi per la 
divisione e 1’ estrazione di radice. 
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LEZIONE XVI. 

EQUAZIONE DI 2.* GRADO AD UNA SOLA INCOGNITA 

§ 94 . — Le equazioni di secondo grado sono di due 
specie equazioni pure ed equazioni complete. — Se una 
equazione ponliene una sola incognita coll’ esponente 2 di- 
cesi pura per es. 

4x*+7=90 

Se là equazione contiene x con l’esponente 2, ed se 
senza esponente, dicesi completo, per es. 

42x*-f-7x-f-9=10 

§ 95. Equazioni, pure. — Con i principii esposti per la 
risoluzione dell’equazione di primo grado si possono risolve- 
re le equazioni pure di secondo grado. Sia per esempio da 
risolversi l’equazione. 

Y y +7m’=90 — Y X' 

Moltiplichiamo tulli i termini per 15 che è il minimo mul- 
tiplo dei denominatori ed eliminando il denominatore comu- 
ne si ha 

35as , 4-9+'10S£c a =1350 — 20x* 
portando tutti i termini noli in un membro e le incognite 
nell’altro membro, si ottiene 

SSx’-HOSx^BOx 1 —! 350—6 


ovvero 

160x*==1344 

donde 

ì 

, 1344 

* 160 

ed 

+ . / 1344 


X- 


160 


Conviene osservare però che la x risulta col segno me- 
no il suo valore è imaginano. 


86 

§. 96. Equazioni complete. — La forinola generale 
do T* r '^ UrS * Una e< 3 uaz * one completa di secondo gra- 

ax 3 -l~bx-j-c=o ' 

Supponendo a, b, c grandezze note. 

Dividendo tulli i termini di questa equazione per a coef- 
ficiente di x», si ottiene 

x*-\- — x-f — —o 
a a 


e ponendo-^- = p, e = q, si avrà 


aj*-4-p® -f q — o, che è la forinola più semplice dell'equazione 
di secondo grado. 


bri 

p*_ 

4 


l'er risolverla conviene aggiungere ad entrambi i meni- 
li quadralo della metà di p coefficiente di x vale a dire 

, risulta perciò 


~ + q 

4 4 

ed osservando che sviluppalo il quadrato di 

(* ~ 2 ~^ s * olliene x 3 -^px-j- ~ , la formola preceden- 

te può esporsi nel seguente modo 

(.+f)-+,=F 

trasportando q nel secondo membro si ha ' 



estraendo la radice da entrambi i membri si ottiene 



trasportando in ultimo-^-nel secondo membro si ottiene 

M 


• ~-.Jtoifofid.bs 


le 
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l'erò questa equazione può avere due valori, cioè 



Ecco il valore generale di x in una equazione di secondo 
grado completa. 

§.91. — Applichiamo questa forinola generale alla ri- 
soluzione della seguente equazione 
oc*+4x=32 

si trasporti il 32 nel primo membro e si ha 
x 2 -\-ix — 32—o 

supponendo 

4 =p, e —32 —q 

si ha che 



ovvero 



a— — 2+^4+ 32 

ossia 

2+v^36 

epperciò 

x= — 2+6—4 
x— — 2 — 6== — 8 


Ed in fatti sostituendo il primo valore 4 nella equa- 
zione sc»+4>e42c=32, si ha 
4*+4xi=3‘2 


ossia 


16+16=32 


88 

ta. sf o1tiene Uend0 S1 V3 ' 0re nella stessa e( l uazione da- 


8 a -f-4x— 8=32 


ossia 


64 — 32=32 

p. 98. — Da questo esempio si deduce che ogni e- 
quazione di secondo grado si potrebbe sempre risolvere se- 
condo la forinola generale, purché si aggiunga ad entra ni- 
bi ì membri il quadrato della metà del coefficiente di x e 

*ato° esalto ermme noto nel 560011(10 membro un qua- 
E dalla radice trovata deli equazione 
a5*-fP®+9=o 

che è 


x 


=4±\/f-< 


Si ricava la seguente regola. 

Si riduce l’equazione alla formula generale traspor- 
tando tutti i termini dati in un membro per rimanere ze- 
ro nel secondo membro, ed eseguendo le riduzioni se é 
possibile ; il valore della incognita è dalla metà del coef- 
ncimte di x col segno cambialo, aggiungendovi (otoglien- 
ao), la radice del binomio rappresentato del quadrato 
della suddetta metà, e dal termine nolo dell'equazione 
col segno contrario, 

Applicando questa regola nella equazione. 

32*— 5a34-l=10cc-n 

si avrà, trasportando tutt’i termini nel secondo membro 
3m*— 15a3-f-18 — o 
e dividendoli per 3 

3ac* — 5a3-f-6=o 

che è l’equazione ridotta alle forinole x—' 2 pac4-g =? o Sup- 
ponendo p— — 5, e g=6, si ha per risultalo 


x 
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ovvero 

5 4 - 


2 — 

e quindi 

x = 

ed 

x = ■ 



Esercizii. Siano da risolversi le equazioni • 
6a*4-14®— 18=2 

8sc* — 4x-f- 40=4x* — 3x 


LEZIONE XVII. 


DISCUSSIONE 

g. 99. — Dairaecennato esempio si ricava che la equa- 
zione di secondo grado contiene un quadrato, ed è chiaro 
che se la quantità contenuta sotto il radicale è negativa , 
i valori saranno immaginari , come si avvera nella equa- 
zione x » — 2a c-KI=o dalla quale si ricava £C=1-|-V1— 6 
ovvero 1-fV— 5 e perciò immaginario il valore di 2. 

Ed in generale diremo essere immaginarie le rodici 
della equazione ridotta alla forma x*-^-px-\-q=o qmn- 

do la quantità presentata da — q che sta sotto U se - 

gno radicale dei valori x della equazione generale ■ e ne- 
gativa, ovvero ogni volta che il terzo termine q nella e- 
quazione data è positivo ed è maggiore del quadrato della 
metà del coe/jiciente nel secondo termine. 

§ 100. — Nel caso poi che p fosse uguale a zero la for- 
inola esprimente il valore di x darebbe. 
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Ma se supponiamo 



si 


otterrà il valore unico. 



E considerando che le due radici definite dalla formo- 
ia generale, si approssimano a divenire eguali a misura che 

1 )^ , . « , Yì 9 

si avvicini a q, si deduce che la ipolesi di q=z — _ 
* 4 


non conduce ad altro che rendere eguali le due radici della 
equazione. 


§ 101. — Nel caso poi 


che la quantità 


£1 

4 


— q è po- 


sitiva , ciò che avviene ogni volta che il terzo termine q 
della equazione rappresenta un numero negativo ovvero una 


quantità positiva minore di 



le radici sono reali e di- 


suguali fra loro; e se la quantità ~ q è un quadralo 
• 4 

perfetto esse saranno razionali, e se non è quadrato per- 
fetto esse saranno irrazionali. 

Come nella equazione 

as J — 6cc— 7=0 

la quale risoluta dà le radici reali 
ce=7 , X — — 1 
E la equazione 

x*— 12as-f8=0 

dalla .quale si anno due radici disuguali ed irrazionali 

, sc=6 — y^28 

S 102. — Poniamo ora q=o , ne verrà che una delle 
due radici almeno è nulla ed in effetto se la equazione 
0 C»-J-J>aC=O 
si trasformi nella forma 
x(x-\-p)=o 

evidentemente è soddisfatta nelle due ipotesi di 
x=o , x=—p 



’ » 


9i 


E se p=o, sarebbero nulle entrambe. 

§ 103. — Consideriamo ora il trinomio 
cc*-}- px—q 

nel quale cc* ha per coeflìciente 1’ unità ; esso può scri- 

g* 

versi togliendogli o aggiungendogli alla sua volta — • 


x*+px-\ — ~~ — -f Q 


e rimarcando che i tre primi termini formano il quadrato 


{jj x _j_ Ji. t e ponendo i due primi valori in parentesi 
2 


preceduti dal segno — ; si ha 

(» •+ J r)-( J r- , ì) 

E sottraendo -9 pel quadralo della sua radi- 

4 

ce, l’ espressione precedente addiverrà 

u -?-)■- (xfF<)' 


ovvero 


UMWW v 

( aH f V ^4 ~ / 


ed infine 


CU lUllUU . . 

| X- (-^- v /ZZT)' r |uH-(-f +v^)i (o) 
' V _ 1 L a cnnnn- 


Risolvendo la equazione proposta x s +pxH-g suppo- 
nendo il secondo membro eguale a zero ; 1 valori delle 
sue radici saranno 


y + \It~ ( i ’ x ’-~ • 

e si vede chiaramente che le quantità le quali formano i 
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secondi termini dei fattori della espressione (a) sono e- 
guali ad x' ed x". Questa espressione può adunqu escri- 
versi finalmente 

(x — x"){x — se") 

Adunque il trinomio x 3 -\-px-\-q è uguale al prodotto 
(x—x') (x—x") nelle quali x' ed x" rappresentano i va- 
lori di x che rendono il trinomio eguale a zero. 

§ 104. — Applicazioni numeriche — l.° Sia dato il tri- 
nomio 

1 5aj*+2®— 8 

dividendo tutti i termini pel coefficiente 15 , che poi da- 
remo per fattore al quoziente, si avrà 

E ponendo eguale a zero il trinomio in parentesi, a- 
vremo 1’ equazione. 

,2 8 ' 

qpH x =o 

' 15 15 


2 

la quale avendo le due radici — — e 
al prodotto 

(x - -§-) (x + -*-) 


-, sarà egide 


perciò il trinomio 

15cc*-|-2a;-8=15( x — |-)(ccH — J=(3sc — 2) (5oc+*) 

Da questo esempio e dalla teorica svolta nel preceden- 
e § si deduce che ogni trinomio di J?.° grado si potrà ri- 
solvere in due fattori dì 1.° grado. 

2. ° Decomporre in fattori semplici il trinomio 

x * — Scc-f 6 

Risolvendo 1’ equazione m* — 5oc-j-6=o, si trova 
aj’=2, ®"=3, che daranno 
x>— 5m4-fi:=(cc — 2)(cc— 3). 

3. * Consideriamo ora il trinomio generale 

Asc 3 4-Ba?+C 
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Noi possiamo scriverlo moltiplicandolo e dividendo 
per A: 

A («■+ x+ 

Or siccome il trinomio in parentesi è della forma 
e noi sappiamo decomporlo in fattori semplici, 

avremo 

x*-f JL x -f = (x-x')(x — x ") 

A A 


ed in seguito 

Aa 5 a +® a H-C=A(a 3 — x'){x — x") 
x' ed x" essendo i valori di x i quali annullano il trino* 


miox-j- 




ovvero il trinomio proposto. 


io 5 — La condizione necessaria e sufficiente perchè 
un trinomio della forma Ax’-f-Bsc-M^ sia quadrato per- 
fetto, è di avere 

A 70 con B*— 4AC=o 
In effetti noi abbiamo 

Ax* -4-Bcc -}-C=A(x— x')(x— x") 

Ora se A è positivo, potrà rimpiazzarsi da (/A)* ; e 
daltronde se si ha B a — 4ÀG=o, si avrà 


x'=x"=— 


B 

2A 


Dunque allora: 

Ax’-fBx-f C=(/ A ) 8 ( x -f = (x/A-f 7 —^) 

nella quale equazione si ha il quadrato del binomio x/ A-f- 
B 

2/A * 

Dico in secondo luogo che le condizioni di sopra det- 
te sono necessarie . — Supponiamo infatti che Ax 2 -f-Bx-{-C 
sia il quadrato di un binomio , che noi possiamo sempre 
rappresentare noi avremo: 

Ax*+Bx+C=(»x+/S) 8 =* 8 + v 2«Px+/3 2 ... (1) 


\ 

ì 


I- 

i 


i 


Digitìzed by Google 


94 

Ecco una identità algebrica , cioè una equazione vera 
per tutti i valori di x. Facciamo x=o, sarà 

C=/3* 

e 1’ equazione (1) potrà scriversi 
ovvero 

A^-f-B=* 2 oc-{-2«^ .... (2) 

Questa èquazione è ancora vera per tutti i valori di x. 
Se si faccia o —o u resterà 

B=2*/S 

supponendo la stessa ipotesi nella equazione (2) si avrà 
infine 

A ossia A=* 2 

Così, perchè il trinomio A.?*-j-B c-f-C sia il quadrato 
del trinomio -a, è necessario avere. 

C=/3* 

A— *- 
B=2«/s 

Siccome * e # sono delle quantità arbitrarie , le due 
prime di queste relazioni esprimono semplicemente che A 
e C sono delle quantità positive: 

In quanto alla terza, se si sostituisce il valore di *= 
v/’A, e quello di /?=/ C, essa addiverrà 

B^/AC ossia B 2 — 4AC=o 

Le condizioni perchè AA’ 2 -j-Ba3-f-C sia un quadrato per- 
fetto sono dunque: 

A^o, C 7 * 0 , e B 2 — 4AC=o 
Bisogna osservare che in virtù della condizione B 2 — ' 
4AC=o A e C sono necessariamente dello stesso segno : 
A^o, e B 2 — 4AC=o 

E perciò le condizioni dinanzi enunciale sono alla lo- 
ro volta necessarie e sufficienti. 

§ 106. — Noi abbiamo precedentemente risoluta l’equa- 
zione A^*-f-B»-|-C=o supponendo sempre essere A diver- 
sa di o ; veniamo ora a cercare ciò che addiverrà la for- 
inola generale ora enunciata allorquando sarà As*=0. 
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Ed infatti nella accennata ipotesi, 1* equazione 
Aa;*-fBr-fC=0 diverrà 

Q 

B.r l 4-C=0, donde .r= 

B 

e facendo A=0 nella forinola generale si troverà 
^-WB» =1 2B_ =a0t 
0 0 
— B-fVB* _ _o_ 

0 o 

L’ una delle radici della equazione diventa infinita , 

mentre 1’ altra radice oc' si presenta sotto la forma , 

siccome noi abbiamo riconosciuto a priori che questa ra- 

0 

dice è determinata ed è uguale a 

. D 

Per mostrare che l’ indeterminazione indicala dalla 
forinola non è che apparente , consideriamo il valore ge- 
nerale di a? 

-B-fVB»— 4AC 
2A 

e prima di supporre A=0, moltiplichiamo il suo denomi- 
natore ed il suo numeratore per B-j-^’B*-}-4AC. Essa ad- 
diverrà 

(_B-fVB’4AC)(B4VB I — 4AC) 

X ~~ 2A(B+/B’— 4AC) 

B 3 — 4AC — B a _ — 2C 

2A{B-J-v r B 2 — 4AC ~ B-fVB 2 — 4 AC 

e facendo A=0, rimarrà 

. -2C _ C 

* “ B-fB B 

risultato conforme a ciò che abbiamo ricavato nell’ esame 
diretto della equazione. 

0 §• 11— Chiamando oc' ed oc" le radici dell’ equazione 


\ 

\ 

f 


»• 

c 

i 


y 
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#*-fp#+q=o, sarà x' = — ^ —q , ed x"=— 



P± 

4 


q . Sommando termine a termine queste due 


equazioni si ha x'-\-x"*=— p; ma — p è il coefficiente del 
secondo termine dell’ equazione X 3 -\-px4-q=o preso col 
segno cambiato; ed x'-f-x" è la somma delle radici della 
medesima: dunque si può conchiudere, che in un equa- 
zione di secondo grado ridotta alle forma x*-\-px-\- -g=o 
la somma delle radici è uguale al coefficiente del secondo 
termine preso col segno cambiato. — Moltiplichiamo mem- 
bro a membro l’ equazione sudetta, ed osservando che x" 


è la somma delle due quantità — 






— 7 » 


ed x" è la differenza delle medesime quantità si ha 



P* 

4 


+ q = q 


ma x*-\-px-\~q=io, cd x’x" è il prodotto delle sue radici; 
adunque conchiudiamo che in una equazione di secondo 
grado indotta alla forma x*-\-px-\-q=zo , il prodotto delle 
radici è uguale al termine nolo. 

Or ponendo nel trinomio .r*-f -pr-f-g— o in luogo di 
p (x' -f- x") , ed in luogo di q x'x" , esso prenderà la 
forma 

. r * — {x'-\-x") x-\-x'x" — o 

ovvero eseguendo la moltiplicazione indicata, si ha 

x * — x'x — x"x-\-x'x" 

c ponendo in evidenza il fattore x comune al primo e se- 
condo termine, ed il fattore x" comune al terzo ed al quar- 
to, si avrà 

x^-^x^x — x') — x"(x — x') 

e mettendo in evidenza il fattore comune (x — x') si ha 
(x — ' '){x — x"); ma x—x' cd x — x" sono le differenze 
tra le x e ciascuna delle radici x'x"-, adunque si può con- 
chiudere, che — il primo membro della equazione 
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* 

x*-\-px-^-q=:o ? s * P u ù porre sollo la forma di due fallo- 
ri che sono le differenze tra la x e ciascuna delle radici. 
Poiché il prodotto ( jj — x’)(x — c ") non può ammettere al- 
tro valore delle x diverso da x' e da x " , e quindi una 
equazione di 2.° grado non può ammettere più di due 
radici. 

§ 108. — Una equazione di 2° grado completa per la 
diversità dei segni dei suoi coefficienti può ammettere una 
delle seguenti forme. 

1) ac’-f -px—q—o 3) ccM-pac-f? 3 * 0 

‘ 2) cc* — px—q—o 4) x*—px^-q —0 

Le radici di queste equazioni sono 



Il radicale contenuto sulle radici della 1.® e della 2.® 
è reale, e quindi lo saranno anche le radici di queste due 


equazioni. Inoltre essendo 






, sarà anche 





quindi le radici della 1.* sono l’uria 


positiva e l’ altra negativa , e la maggiore in valore as- 
soluto è la negativa x'' ; come pure le radici delia 
2.® sono I’ una positiva e 1* altra negativa , e la mag- 
giore è la positiva x'. — Il radicale contenuto nelle ra- 
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dici della 3.* e della 4. 1 è reale se — - — ^ q, ed è 

4 

zero se = q, ed è immaginario se — ~ q; dun- 

4 4 

quc le radici della terza come quelle della 4/ saranno rea- 
li, eguali, o immaginarie, secondochò — - — e maggiore , 


uguale, o minore di q. — Inoltre supposto 

7)2 pt ‘ I pn 

sendo — ^ q ^ , sarà \J -j- 


‘ — 7 q es- 
4 


—q ^ 





e quindi lo radici della 3/ sono amendue negative nel 
caso che esse siano reali, e le radici della 4/ sono amen- 
due positive nella stessa ipotesi. 

Da ciò si può conchiudere che in una equazione di 2° 
grado ridotta alla forma o:*-\-px-\-q=o il termine noto è 
negativo se le due radici sono reali di segno contrario e 
la maggiore è di segno contrario al coefficiente del 2° ter- 
mine. 

Se il termine noto ò positivo le radici saranno reali 
eguali o immaginarie, secondocchè il quadrato della metà 
del coefficiente del 2.° termine è maggiore eguale, o mi- 
nore del termine noto; nel caso che le radici sono reali , 
esse avranno un segno contrario al coefficiente del secon- 
do termine. 


LEZIONE XV III. 

PltOllLEMI 

Problema l.° 

§ 109. — Ritrovare due numeri essendo data la differen- 
za a tra essi, e il loro prodotto li*. 
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Intavolazione e Soluzione. 

Sia x il più piccolo dei numeri cercati, 1’ altro verrà 
dinotalo da ao+a, ed il prodotto da x*-\-ax. E perciò l’e- 
quazione del presente problema sarà 

oc*-f~aac=h s 

e trasportando h* nel secondo membro si ha 
oc*+aa 3 — h*=o 

donde risulta applicando il valore di x trovato nella for- 
inola generale 

| f- \J~y~ +h 2 


Problema 2 .° 

§ HO. — Due contadine portano a vendere 100 uova nel- 
l’ insieme; ma la prima ne ha più della seconda; eppure 
ne ricavano lo stesso danaro. 

Or la seconda dice alla prima , se avessi io avuto le 
tue uova ne avrai cavali soldi 45 , e questa le risponde 
se io avessi vendute le lue ne avrei tratti soldi 20. Si vuol 
sapere quante uova avea ciascuna. 

Intavolazione e Soluzione. 

Chiamiamo x il numero delle uova della prima ; sa- 
rebbero 100— cc quelle della seconda. 

Or questa se avesse vendute le uova della prima al 
prezzo delle sue ne avrebbe avuto soldi 45. Perciò il prez- 

I M 

zo di ciascun uovo per questa è stato ; ed al con- 

x 

20 

trario il prezzo di ogni uovo della prima è 

1 100— £C 

ma però tulle le uova della seconda hanno dovuto pro- 
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darre il valore - ^ ^ , mentre il prodotto di quelle 
20cc 

della prima è stato — , i quali valori' essendo uguali 

100 — x 

stabiliranno la seguente equazione 
45(100— ac) __ 20 oj 
x 100— x 

ed eliminando i denominatori si ha 
45(100— a0*=20sc* 

sviluppando il quadrato e dividendo per 5 si ha 
9(10000 — 20C£c-f-* 2 )=4cc 2 

effettuando la moltiplicazione nel primo membro risulta 
90000— 180 Qx-\-lx*=ix* 
e trasportando 4cc* nel primo membro si ha 
5as 3 — 1800os-f-9 ì000= o 
e dividendo per 5 si ottiene 


1800 , 90UOO 

x 3 — — 5 — x-\ — = o 


ovvero 

x 3 — 360oc-j— 18iJ00=o 
ed 

la quale equazione risoluta dà i due valori di 
x= 60 
as= — 3C0 

Cioè a dire che poteva la prima delle contadine aver 
portale 60 uova e la seconda 40; oppure la prima averne 
portale 300 e la seconda 200, cambiando la condizione di 
somma 100 delle uove nella differenza 100. 

Questo problema può enunciarsi ancora astrattamente 
dicendo : dividere il mimerò 400 in due parti, tali che il 
quadralo dell’ uno stia a quello dell ' altra come 43 a 2ù. 
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Problema 3.* 

» * 

§ HI. — Dividere il numero 100 in due parli tali che 
. U prodotto sia uguale a 1600. 


Soluzione. 


Dinotiamo con x una delle parli, e con 100 — v l’al- 
tra, si avrà pel problema la seguente equazione 
lOOas — ^*=1600 


ovvero 

100 .T — A a — 160 — o 

la quale equazione risoluta dà i due valori 

<r=80 , oc=20 


Problema 4 .° 

§ il*2. — Alcuni negozianti stabiliscono un agente per 
un loro commercio in società, con la condizione tra essi, 
che ciascuno associalo contribuisca tante volte lo scudi , 
quanl’ è il loro numero. Il profitto dell’ agente è fissato a 
due volte tanti scudi per 100 per quanti sono gli associa- 
ti; e moltiplicandosi la centesima parte del suo guadagno 
totale per 2 V# ne risulterà il numero degli associali. Si 
domanda quale sia questo numero. 

Intavolazione e Soluzione. 


Sia x questo numero, e poiché ciascuno associato ha 
dato ÌQx , il capitale sarà 10>r a . Ora per ogni 100 scudi 

1’ agente guadagna 2 x; il suo profitto è dunque — i— oc* 

5 

pel capitale di IOju 3 . La centesima parte di questo guada- 

,1 9 

9 no -e ^ # 3 , che moltiplicalo per 2 — — , cioè per 
20 . . 20 1 

T» ^ 4500 00 <= 225 '~ Sl ha 1 e 9 uazione 


V 
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ovvero 

# 3 = 225 .# 

la quale sebbene in apparenza sembra di terzo grado; pu- • 
re dividendo per x si riduce al secondo, cioè 
a? s =225 

ed ££=+^225 

ovvero #=+15 

La prima radice cioè +15 soddisfa al problema e dà 
il numero degli associali, ciascuno dei quali ha contribui- 
to per 150 scudi. 


Problemi a risolversi. 

1. ° Accrescere il numero 200 di lai quantità che il qua- 
drato di questa stia a quello delle medesime insieme al 
numero 20o, come 20 a 45. 

2. ° Si cerca un tal numero, che il prodotto di esso .ac- 
cresciuto di 5, per lo stesso minorato di 5 sia uguale a 96. 

3. ° Si domanda in quale sistema di numerazione il nu- 
mero decimale 273 è scritto colie cifre 271. 

4. ° Si vuol dividere il numero 10 in due parti tali, che 
il loro prodotto valga 24. 

5. ° Dividere il numero a in due parli tali , che il loro 
prodotto sia massimo, ovvero il più grande possibile. 

6. ° Posto che la luce diffondendosi da un corpo lumino- 
so decresce d’ intensità a misura che cresce il quadralo 
della distanza del corpo che la diffonde. Si vuol sapere quel 
punto nella distanza a tra i corpi luminosi A , B delle in- 
tensità rispettive medn, ove le attività di loro luce di- 
vengano uguali. 

7. ° Dividere il numero 100 in due parti tali, che il lo- 
ro prodotto pareggi 1600. 

8. ° Assegnare un numero, che sottratto o aggiunto a 100 
dà tal differenza o somma , che il quadrato di questo stia 
a quello del numero cercato come 20 a 45. 
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LEZIONE. XIX.* 


EQUAZIONI BINOMIE. 


k 113. — Diciamo una equazione essere BinomìOj al- 
lorché è composta di due soli termini come o. 


%. ili. -Chiamiamo la $ce=p si avrà o=p m e quindi 
a,* 4. p ro =o e facendo z=py si ha p y 4 p — 0 e <llvl 

: . . % in i i « 


dendo tutto per p m eh’ avrà y m +}— o. 

ProDoniamoci ora di risolvere 1’ equazione i/ ro -f-l — ° (1) 
o le due y m — l==o (2) ed p m -f l=o (3) che sono le stes- 
se della (1) dal perchè ne sono parli. 

Supponiamo ora che si abbia 


?y m — a m 


1 


1 il 


la quale si può risolversi nell’ altre cioè 


y—a m _ „m— 




>|. a ,jy m -3-|_..,.ft ,n ~ i i/-}-a ra , c fa- 


■ = ir~ i + ai f 

y—a 
cendo a— 1 si avrà 

y m — 1 =(y -1 )(y m ~ 1 5 • • • -1/+ 1 )=° _ • 

Questa forinola può essere zero o perchè y— 1 — o, o 
Derchè l==o. Nel 1 caso si ha 

»y=l — se poi m è pari si farà eguale a 2 n-, quindi 
,y» n — l=o , G/ m ) s — (l) J =o oppure ^ — 0 che 

' teaÌ Z£ì'fó^ 7 +<=° e nielliamo - 2 i£ 
vece di y, si avrà - :z m -H=o, ossia l=o ; i 

radici saranno le stesse della prima ma col se 0"O « 
biato. Ma quando m è pari non vi sara alcun valore J ./ 
che soddisfa, essendo le radici immaginane. 

§ 115. — Sia l’equazione ij*— l=o portando 1 nei se- 
condo membro y 5 =l quindi y= -pi e P res0 
//*=—!, ed !/={-/— l=i (a) valori dell incognita. 

- . i« ? Alni 


a, u y y * * w ^ 

6 116. — Ammettiamo che l’equazione sia elevala al 
3® grado di modo che si abbia y ’ — 1 — o , questa si pu 
scindere in (y— 1) (y*+J/ - H) =as0 » se V — ^ ==3 ° sara !l ~ 


(a) La lettera i dinota l’indeterminazione del risultato della equa- 
zione. 
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ed 2/*-H/4-l è una equazione completa di secondo qrado. 
dalla quale si ottiene 


=-t± ' /_3 

ia a =_ _L + SW-i 

9 — 9 


2 


ossia 


. Dunque le radici dell’ e- 


quazione binomia y ! —l=o sono y=i,y= -*“M/3 


ed 2/: 


— l-i/3 


2 


§ t’7 Prendiamone una di 4 grado, cioè 

1 o quale può tradursi nelle altre ?y 2 4-l=o y*— l=o 
le radici saranno y 2 = 1 y=j~\. y—i y = —i ì prendiamo- 
ne 1 inversa cioè y*-\-\—o e rendendo il primo membro 
un quadrato perfetto si ha 

y 4 -\-Zy*+l=ly* , quindi (?y 2 -f-l) 2 = 2y*-2/*+l=+i//2 


donde ?y=/2, y-\-ì=o ed y=- -f \J l j * 

x2-li /ZA =4- JT+JÌ , 

4 V 4 X \~2 “Vy* e ,c rad,cl 


2 2 
saranno im- 


maginarie. ' 

§ t 8. — Finalmente consideriamo una equazione di 5° gra- 
do, cioè y 5 — l=o si avrà (iy-1) (y*+y l=) 0 fa- 

cendo iy 1 — o,?y — 1: quindi y 4 — j— yy 3 -f-y* 1 =o dividen- 
do per t/ a si ha ( =o; riuniamo i termini 

V ?/* 

egualmente lontani dagli estremi e si ha (y* A\ -j- 

m | ' y r 

( y +- — ) 1=0 : e mettendo ^ y-J- -f \— z (2) e- 

elcvando a quadralo si ottiene — y 2 4- A. 4.0— z 2 : donde 

1 . ?/ ’ 

V a -\- — — = 2 » quindi z*— 2-}-£-f l=o perciò 


2 /* 


10 > 

2 *+ 2 — '.—o e messa nella (2) si ha finalmente 
* 2/ 2 — 2»y-J— 1 =o 

‘ Esempi — Trovare le radici delle seguenti equazioni. 
oc * — 8 ' — o • 

se 3 — 126 =o. 

\ * 

LEZIONE XX.* 


EQUAZIONI BIQUADRATICHE — TRASFORMAZIONE DELLA 
ESPRESSIONE ^ ESSENDO A E B NUMERI RAZIONALI 


§. 119. — Diconsi equazioni biquadratiche ossia di 4.° 
grado derivative dal 2.° quelle della forma 

occ 4 -f-kc*-f~e==o 

vale a dire quelle equazioni che tengono la incognita x 
una volta con l'esponente 4, ed un altra con l'esponente 2. 

Ad oggetto di risolverle , poniamo gc*=z , quindi si 
ha x 4 =z 3 , e l’equazione data si riduce alla fórma. 
a; 3 -f -bz-\-c=o 

E dividendo tutti i termini per a si ha 

z’-f iz+i=o 
a a 

Risolvendo questa equazione si ottiene per risultalo 



e riducendo ad una sola frazione la quantità posta sotto 
il segno radicale si ha 





6* — 4ac 
~ 4 a*~~ 


estraendo la radice dal denominatore 4a s , e ponendo un 
solo denominatore comune alla parte razionale ed alla par- 
te irrazionale si ha , 


r b±s/a a — 4oc 


2a 



Sostituendo nella equazione x 2 in luogo di z si avran- 
• no i valori di x 2 

b~±-\/b 2 — 4ac 

x 3 — — 

# 2a 

ed estraendo la radice quadrata da entrambi i membri, si 
ottiene 


S= -V 


— ò-f-Vh* — 4a* 


Adunque x ha quattro valori due a due eguali e di 
segno contrario. 

§ 120. — Discussione — 1.® Se si ba-j! —q^co, idue 

valori di z , cioè di x *, sono immaginar»; e perciò ezian- 
dio i quattro valori di x. 

2. ° Supponiamo che si abbia —q7*o , i due va- 

4 

lori di z , cioè di x a , sono reali. — Allorquando nel tem- 
po stesso si ha g^o, e i valori di x 2 o di z sono 
amendue positivi. I quattro valori di x sono adunque 
reali. 

Se al contrario con — g^o, e q7*o, si ha p^o, 

4 

i valori di x 2 sono amendue negativi, ed i 4 valori di x 
sono immaginar». 

Se infine un ^ q^o si ha q*co, i due valori di 

4 

x* sono di segni contrari; il valore positivo darà due va- 
lori reali per x, ed il valore negativo due valori imma- 
ginar». 

2)2 

3. ° Se poi — q=o , i valori di x divengono in 

4 


questo caso x= -h/- e si ridurranno a du 

pa 

è positivo, immaginario nel caso contrario. 


ridurranno a due reali se 
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§ 12!. — Applicazione numerica — Risolvere la seguen- 
te equazione 

oc 4 — 13ic s -f-36=o 

sostituendo nella formola generale * 
p= — 13 , q= 36 


si avra 


donde 




36 


*_i±3 

Esercizi da risolversi 


xilx* — 18=o 
aji6^ a +q=o 


§ 122. — Trasformazione dell' espressione^ A+y/B . — 

Si può qualche volta trasfermare 1’ espressione x/A-f-v'R 
in una somma o in una differenza di due radicali sempli- 
ci, in modo che si avrà 


\/\+s/T}= sjx+s/’y 


essendo x ed y commensurabili. 

Infatti innalzando a quadralo i due membri della pre- 
cedente equazione, si ha 

A+s/B^x+yj-l-Jxy 

E perchè questa equazione sia soddisfatta poniamo 
A=cc-J -y , \/'B=2</xy 

ed innalzando i due membri della seconda equazione a 
quadralo si avrà 
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h=x-\-y , B=4 xy 

Da quesle due ultime equazioni si rileva che x ed y 
sono le radici dell’equazione 


z*-az - j = o 

4 


e quindi sarà 


cc= 


A-fVA’— B 
2 


ed 


A-/A»— B 

2 

Sb A 3 — B è un quadralo perielio x ed y saranno ra- 
zionali e la trasformazione si effetluirà con la forinola. 

Prendiamo l’esempio \/7-f-^13 si avrà 
A=7 , B— 12 

\/ A* — B=r/49 — 1 3=/36=6 

perciò 



✓74V13 =\pL^JL. 

Applicando le formolo trovale nella espressione 
v^+V— 1 in cui A=o , e B=— 1, 
si ha 

V^ 1 — B— 1 , ai= y , y= — L 



ed in conseguenza 


iuf> 


>/■ 






-fV—l= 


l—/— 1 

✓2 


ed addizionando membro a membro queste due equazioni 
si avrà 


y/-|V-l+ 


■/ì 


LEZIONE XXI; 1 


EQUAZIONI DI SECONDO GUADO A DUE INCOGNITE 

§ 123. — Consideriamo ora un sistema di equazioni ge- 
nerali umendue di secondo grado a due incognite. Esse 
potranno sempre ridursi alla forma. ' 

Ay a -j-Ba3//-t-Cx 3 -|-Dy-fEcc-|-F=ro .... (1) 
A'x*-fB'£c//-fC'£c*-fD'£c-fE'a;+G=o .... (2) 

Per risolverle conviene eliminare una incognita al mo- 
do stesso praticato per le equazioni di l.° grado, e sosti- 
tuire in seguito alla incognita eliminata il valore trovato. 

Cominciamo infatti a moltiplicare per A' amendue i 
membri della equazione (1), e per A i due membri della 
equazione (2) e dopo aver sottratte queste equazioni i’una 
dall’altra, membro da membro si avrà 

(AB' — BA')xi/-j-(AC' — CA')a; 2 4-(AD' — DA'),y 
+(AE'— EA')cc+AF'— FA'=o .... (3) 
la quale equazione c di l.° grado rapporto ad y , e può 
essere sostituita in una dell’ equazioni proposte. Si trova 
dunque 

i _ (AC' — CA')gc 2 -}-(AE' — EA')ac-j-AF' — FA' 

V ~ (AB'-BA')cc-l-AD'— DA' 

Ora sostituendo questo valore nella equazione (1) , 
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facendo scomparire i denominatori e semplificandola , si 
otterrà la forma 

Mx 4 4-Nx 3 -f-Px»+Qx-fR==9 

la quale equazione essendo di 4.° grado completa non è 
possibile essere risoluta con i procedimenti elementari ora 
spiegali, ed è solo possibile il caso quante volte i valori 
di N e di Q saranno zeri per poter essere ridotta alla for- 
ma di equazione biquadratica. 

Mx 4 +Pìc , -|-Qjt+R=o 

§ 1 24. — Supponiamo in secondo luogo che si abbia a 
risolvere il sistema di equazioni. 

A 2 /*+Bxt/-)-C '(*-|-D//+Ex+F=o . . • (1) 

Gi/+Hx=K (2) 

composto da una equazione di secondo grado e da una e- 
quazione di primo grado. 

L’equazione di primo grado darà 
K— Kr 

y— _ . 

sostituendo questa espressione nella prima equazione , si 
avrà 

D (l=2l)+Ex+F=o 

Ora facendo svanire i denominatori e riducendo i ter- 
mini simili la equazione prenderà la forma 

Mx*+N.r+P=o 

la quale darà in seguilo i due valori di x , ciascuno dei 
quali sostituito nella equazione (2) la ridurrà ad una sola 
incognita y per la quale si ricaverà un solo valore. Si a- 
vranno eziandio due coppie di valori di x e di y che sod- 
disfaranno le equazioni proposte. 

§ 125. — /litri metodi particolari 
l.° Risolvere il sistema 
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-(Z • • • • (1) 

oc a +y*=b 3 . ... (2) 

Eleviamo a quadrato i due membri della equazione ( 1 ) 
c moltiplichiamo per 2 i membri delia equazione (2) , si 
avrà 

-y a +2xy=a 2 

2x 2 -j-2y 2 =2ò 2 

e togliendo membro a membro le equazioni risultate si 
avrà 

x 3 +i/ a — 2xy=2b a —a* 


ossia 


donde 


(a?— y)*=2b- — a* 


x — y=-{-^ 2 b ì — a 2 .... ( 3 ) 

Aggiungendo e togliendo successivamente le equazioni ( 1 ) 
e (3) membro a membro noi troveremo infine 

, J a +/2& 2 — a 2 

2sc=a+/2/i 2 — a 2 , donde y = — 5 


. , ^ a+/^ 2 — 2 

2i/=a+/2b 2 -a 2 , donde y = 

2 .° Risolvere il sistema 

#*-f-i/=a 2 .... (1) 

- XiJ—hr .... ( 2 ) 

Raddoppiando l’equazione ( 2 ) , c dopo aggiungendola 
e togliendola successivamente alla equazione (1), si avrà: 

£r*-j-y l -|-2xi/=a 2 +2/i 2 
(,/+y) W-+2/i 2 

donde 

sc-\-y=-\-'S a 2 + 2 /i 2 .... ( 3 ) 


a3 2 -fy 2 —-2xy==a 2 — 2/i 2 
a5_7/=a ? — 2/i 2 


\ 

i 




3 

i 

V 
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per cui 


x—y—z-^-^a* — 2/r 2 .... (4) 

Aggiungendo e togliendo successivamente l’equazione 
(3 e (4) membro a membro, e dividendo per 2 i due mem- 
bri delle equazioni risultanti, si troverà finalmente 

•' — + ~ v^+2/iH -4-Va ! — 2/i* 

1 

2/=+ — - — / a 2 -f 2/iH^V a* — 2 A 2 

M * 

Pel modo con cui questi due valori si sono ottenuti 
è chiaro che bisogna prendere i radicali con gli stessi 
segni delle formoie in tutte e quattro le soluzioni del si- 
stema. 

Per esempio pel valore di ® si ha 

— i-Va 2 -(-2/i 2 — —/a*— 2h 2 
2 2 

dove il primo radicale è considerato col segno superiore 
ed il secondo col segno inferiore. 

LEZIONE XXI 1.* 

> 

INEGUAGLIANZE DI !.° E 2.° GRADO 

§ 1 26. Dicesi ineguaglianza allorché una funzione è mag- 
giore o minore di un’altra. 

Per esempio indicando con x una quantità ignota, sa- 
rà 3oc — 2^1 — x una ineguaglianza. 

§ 127. — I principii relativi alle ineguaglianze sono: 

1 ,° Si può aggiungere o togliere una stessa quantità 
ai due membri di una ineguaglianza senza alterarla. 

Infatti se ai due membri della disuguaglianza A 7 B 
aggiungiamo m , l’ ineguaglianza risultante A-f-m^B-f-wz 
sarà vera, perchè la differenza tra due quantità non è al- 
terala se si aggiunge una stessa quantità. Da questo prin- 
cipio ne segue che un termine posto in uno dei membri 


i 
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di una disuguaglianza si può passare nell ’ altro cam- 
biandone il segno. 

2.° Si possono moltiplicare i due membri di una di- 
suguaglianza per uno stesso numero positivo , senza che 
essa sia alterata. 

Infatti se si moltiplicano i due membri della disu- 
guaglianza a7h pel numero positivo m, la disuguaglian- 
za risultante raa7w/i è vera; poiché se a7/i, ogni multi- 
plo di a sarà maggiore dello stesso multiplo di h. 

B.° Si possono moltiplicare i due membri di una di- 
suguaglianza per uno stesso numero negativo purché si 
scambiano i membri. 

Infatti essendo a7/i, sarà a — h una quantità positi- 
va, e quindi essendo n un numero negativo, sarà na—nh 
ovvero n(a — h) una quantità negativa, perciò na^cnh. 

Dai due precedenti principii risulta, che i due mem- 
bri di una disuguaglianza si possono dividere per un nu- 
mero m; perchè ciò equivale a moltiplicare i due membri 

per-j-- : bisogna però avvertire che se m è negativo si 

debbono scambiare i membri dopo aver eseguila la divi- 
- sione. 

4. ° Se i due membri di una disuguaglianza non so- 
no positivi non si potranno innalzare a quadrato. — In- 
fatti innalzando a quadrato i due membri di ciascuna del- 
le due disuguaglianze 47 — 7, — 37 — 9 si avranno le di- 
suguaglianze 16749, 9781 le quali sono false.— Da ciò 
segue, che non si può estrarre la radice quadrata dai due 
membri di una disuguaglianza, se questi non si prendono 
positivamente. 

5. ° Se si sommano due disuguaglianze membro a - 

membro nel medesimo senso si ottiene una nuova disu- < 

guaglianza. 

Ed infatti sommando le due disuguaglianze A 7 B , 

C7D si ha la disuguaglianza A-j-C7B-f-D. 

§ 128. — Premessi questi principii passiamo alla riso- 
luzione delle disuguaglianze di primo grado. Una disugua- 
glianza dicesi di primo grado quando si può ridurre alla for- 
ma Ar4-B7A'.c-fB' nella quale A,B, A', B' sono delle quan- 

8 
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tità note. Ad oggetto di trovare i valori della x che sodi- 
sfano questa risoluzione passiamo A' al primo membro e 
B al secondo e si avrà (A— A')ccp^B' — B, dividiamo primo 

|J' jj 

e secondo membro per A— A e si avrà: AP* ovvero 

A — A 


D I> 

— - secondochè A — A' ò positivo o negativo. 

A — A' 

Adunque bisogna dare ad x un valore maggiore o mi- 

,. B’— B 

nere di • 

A— A 

§ 129. — Le ineguaglianze di 2.° grado , sono sempre 
riducibili alle formole 

x'+px+qzro 

oppure 

x^px+q^co 

Mettendo eguali a zero i primi due membri delle da- 
te equazioni avremo (giusta la discussione dell’ equazione 
di secondo grado). 

1 . “ Due radici reali o disuguali 

x* j-px -f q=(x —x’)(x — x") 

e supponendo x'^.x'\ il prodotto ( x — x’)(x — x") sarà di 
un valore positivo quando x-p-x’ , e di un valore negativo 
quando x^x', e P^cc". 

2. " Due radici eguali. — ila in questo caso il trino- 
mio a^-j-px-^g sarà un quadrato esatto, che risulterà qua- 


lunque sia il valore di x ; purché diverso da ---. Ed al- 

« 

lora sarà vera la sola disuguaglianza. 
x*-f-p.x’-f q'p’O 

3.° Due radici immaginarie. — In questo caso è im- 
possibile la ineguaglianza data, poiché queste radici pos- 

sono avvenire quante volle — p-q , e supponendo che 

. 4 
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j)* 

q sia uguale a — — -f- c, si avrà ^ t ^-px-\-q=x l -\- j px-{~ 
4 

-^-f-c = ^a3 4“-f-^ + c > vale a dire si avrà una som- 
ma di due quantità positive. 

Esercizii 


ax-\-p -*£in-~o c 

m 

lx*+9<£ -^-- 5 ® 

O 

LEZIONE XXIII.* 

«JÙISTIO.NI DI MASSIMO E DI MINIMO CHE DIPENDONO DALLE 
EQUAZIONI DI SECONDO GRADO. 

§ 130. Quando due quantità variabili sono collegate tra v 
loro in modo che prendendo da una di esse un valore de- 
terminato. l’altra ne acquista uno per la stessa, queste due 
variabili diconsi essere in funzione V una dell' altra ; e 
se si dà ad una quantità una serie di valori arbitrarii per 
poter dedurre i valori corrispondenti dell’ altra quantità , 
la prima prende il nome di variabile indipendente , la 
seconda chiamasi più specialmente funzione — Per es. la 
circonferenza del cerchio è la funzione del suo raggio, la 
superficie di un triangolo è funzione dei suoi lati ec. 

§ 131. — La relazione che esiste tra una funzione e la 
sua variabile può essere rappresentata da una espressione 
algebrica. Cosi per es. essendo il raggio del cerchio oc la 
sua circonferenza è rappresentata da 2 tx, e chiamando oc 
il iato di un triangolo equilatero la sua superficie sarà e- 

. ®V3 
spressa da — z — 

4* 

§ 132. — Essendo date una funzione e la sua variabile, 
se si attribuiscono alla variabile dei valori crescenti da 0 
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fino ad oo , oppure da — oo fino a -f- oo , questa variabi- 
le può prendere dei valori negativi , quando la funzione 
cresce nello stesso tempo della variabile , ed al contrario 
diminuisce mentre la variabile cresce. — Quando cessando 
di crescere la funzione comincia a diminuire, prende il no- 
me di massimo — Ma se al contrario cessando di dimi- 
nuire comincia a crescere, dicesi allora viinimo. 

§ 133. — Allorché la variabile è dinotata da x, la fun- 
zione può essere rappresentala da una espressione alge- 
brica razionale di 2.® grado, e si determinano i suoi va- 
lori di massimo e di minimo risolvendo dapprima questo 
problema: 

Quale valore convien dare ad una variabile x perchè 
la funzione acquisti un valore determinato , ma arbitra- 
rio m ? 

Il quale problema dipende da una equazione di 2.“ 
grado o riducibile al secondo. — Fatto ciò, conviene trat- 
tare la seguente quistione complementare: 

Può scegliersi m di una maniera del tutto arbitraria , 
in cui non vi è limile in cui m non possa sorpassare sia 
in un senso, che nell’ altro ? 

Questi limili , che si determinano generalmente , al- 
lorché il valore di x deve essere reale , rappresentano c- 
videntemenle il massimo o il minimo della funzione. 

Questa stessa regola può ancora seguirsi allorché si 
ha tra m ed x una equazione di secondo grado per rap- 
porto ad x. 

Premessi questi precetti passiamo ad esporre due teo- 
remi , i quali qualche volta giovano alla ricerca del mas- 
simo e del minimo di una funzione senza seguire il meto- 
do generale-. 

§ 134. — Teorema l ,° — Il prodotto di più fattori al- 
lorché dà una somma costante a è massima quando 
questi fattori sono eguali. 

Sia dunque V equazione x-^y-^-z—a dico che il pro- 
dotto xyz sarà ri massimo quando x =y=zz.... 

Supponiamo infatti i duo fattori x ed y disuguali , e 
rimpiazziamo ciascuno di essi per la loro semisomma 

tàlli , la somma tàlli -|_ ' -làlH . . . sarà eguale 

2 2 2 - 
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ed allora si ha 

x±y 

2 


x 


ocj-y 

2 


7>xy 


in 


Poiché la somma dei due fattori del primo membro 
è -la stessa di quella dei due fattori del secondo: ma i fat- 
tori del primo membro sono eguali, mentre che quelli del 
secondo non lo sono. Moltiplichiamo per z tutto il trino- 
mio, si avrà 



*-f v 


xz....'7'xyz. 


e questo prova che il prodotto proposto xyz... non era il 
massimo , poiché abbiamo trovato dei fattori che danno la 
medesima somma a ed un prodotto più grande, e perciò 
il prodotto massimo avviene quando i fattori sono eguali. 

§ 135. — Teorema 2.° — Se x, y, z . . . . danno una 
somma costante a, ed m, n, p .... dei numeri dati, il 
prodotto x m xy n xz p . . . . è il massimo quando x,y,z.... 
sono proporzionali agli esponenti corrispondenti m , n, p. 

l er fissare le idee, supponiamo, che ?/i=2,n=3,p=5. 
li prodotto per renderlo massimo sarà £c*xj/ 3 xz j . 

Ora non alterando affatto i valori di x, y,e z che ren- 
dono massimo questo prodotto, e dividendolo per la quan- 
tità costante 2*, 3 J , 5 5 , saremo condotti a rendere massi- 
ma la espressione 

& 3 « 3 z~‘ 

—i— x -li— X 

2* 3 3 5 5 

la quale può scriversi nel modo seguente: 



La somma di questi dieci fattori è uguale ad a. Il lo- 
ro prodotto sarà dunque il massimo quando questi saran- 
no eguali, da cui risulta 



secondo F enunciato del teorema. 
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l Problema, 

§ 13«. — Dividere un numero a in due parti tali che 
il loro prodotto sia un massimo. 

Prendiamo per la variabile la prima delle parli do- 
mandate, e chiamiamo oc questa parte, 1’ altra sarà a — x, 
e la funzione per rendere il massimo dovrà essere 

oc(a — .*•) 

Dobbiamo ora cercare in virtù delle regole disopra e- 
sposte, quale valore deve prendere x perchè questa fun- 
zione diventa eguale ad m. — Bisognerà perciò risolvere 
la equazione 

x(a — x)~m 

ovvero 

ax — x i =m 

ed infine 

ac* — ax-\-m=o 

da cui si ha 



1 due valori di oc cosi trovali rappresenteranno le due 
parti richieste. 

E perchè questi valori di oc devono essere reali bi- 
sogna adunque che si abbia: 

a" 1 ^ 

— — o 

donde 

_ a* 

-C 4 

E siccome m non può mai superare — , — è il va- 

4 4 

lorc massimo della funzione data. Per avere il valore di x 
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corrisponderne a questo massimo, basta fare m=^~ nel 

4 


valore generale di as. E si troverà x= -il ed in seguito 

u 


tt — x= H 
2 

E perciò per dividere una quantità in due parli tali 
che il loro prodotto sia un massimo , basta dividerla in 
due parti eguali. 

2.° Pi'oblemfi 


§137. — Dividere un numero a in due parli tali che 2 
volte il prodotto della prima , più 3 volte il quadralo della 
seconda danno ima somma minima. 

Prendiamo per variabile la prima delle due parti cer- 
cale, chiamandola jr; l’ altra sarà a — x, e la funzione per 
rendere il minimo è 

2as*-f-3(a— &)* 

Bisogna ora cercare quale valore conviene dare ed x 
perchè questa funzione diventa eguale ad una quantità ar- 
bitraria m. — Risolviamo perciò la seguente equazione 
2/*-j-3(a — ocy=m 

ossia 

2-'; 2 -f-3a 2 -}-3./ 2 — 6a , =m 

ed infine 

Se* — 6a c-f 3a* — m=o 
dalla quale si ha 

x = 3a±^/9a t —5(3a^— m) 

5 

— 3a~^^f5 m— fin* 

5 

E poiché i valori di x devono essere reali , conviene 
che si abbia 


Sm — 6a* ^ o 
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no 

donde 


m 


P* 6a* 

=T~ 


6 a 2 


perciò m non può essere inferiore a e sarà questa 

u 

espressione il minimo della funzione proposta. 

Per trovare il valore di x che corrisponde a questo 

6a 2 

minimo, bisogna fare m=*= , ovvero Sm — 6 a 2 =o nel 

5 

valore generale di x. E si troverà 

3 a . 2 a 

y = •— . e di poi a—y= — 

5 5 

In questo modo le parti cercate sono proporzionali ai 
numeri 3 e 2 

3.° Problema 

§ 138 — Trovare il massimo ed il minimo della fun- 
zione, 

x*+\ 

3 ' ■ - int 1 

Cerchiamo, secondo alla regola generale, quale valo- 
re bisogna dare ad x perchè la funzione divenga eguale 
ad una quantità arbitraria m. 

Per ciò dobbiamo risolvere la seguente equazione. 

£>;* -f-l 


3—4.r 


= m 


ovvero 
ed infine 


;r*4- =3m — 4m.7- 
.7' 2 4-4 to 7‘4-1 — 3m=o 

donde si ha: 

.r = _ 2m+^/ 4m *4-3ni— 1 
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E perchè x deve essere reale, bisogna avere 
4m*-J-3m — t ^ o . . . . (I) 


Per meglio studiare questa quistione scomponiamo il 
trinomio che forma il primo membro in fattori di primo 
grado. Noi avremo allora la equazione 
4m*— 3m — '—a 

che darà 

to') — 3Ìy9+16~ _ —3 +3 

TO') 8 8 

m'= JL , w"=— 1 

4 

rn! ed to'' essendo i valori, la relazione (1) si scriverà: 
4(m — m")(m— to’) ^ o 


Ora, essendo il primo fattore 4 positivo, perchè que- 
sta ineguaglianza sia soddisfatta , bisogna che i due altri 
fattori m — to", to — to' del primo membro diano un pro- 
dotto positivo, cioè dello stesso segno. — Bisogna adunque 
che m sia inferiore ad to" o a — 1 , ovvero superiore a 


to' ossia ad 


t 

T 


Così to può prendere tutti i valori pos - 


sibili ad eccezione di quelli che sono compresi tra — 1 ed 

— . Per rapporto ai valori inferiori a — 1,-1 è dun- 
4 

que un massimo della funzione proposta , e per rapporto 

1 

aglialtri--- è un minimo, 

4 

Per avere i valori di c che corrispondono al massimo 
o al minimo, basta sostituire ad in successivamente — 1 

4 

ed — nel valore generale di x , osservando che — 1 ed 
sono le radici delle equazioni ottenute eguagliando a 
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0 la quantità sotto il radicale, e che nell’ una o nell’ al- 
tra ipotesi questo radicale si annulla; si troverà così : 
x"= f2 

pel valore di (c corrispondente al massimo, ed 



pel valore corrispondente al minimo. 

Conchiudiamo la presente lezione con i seguenti eser- 
ciziì e problemi da risolversi : 

1 . ° Trovare, se ha luogo, il massimo ed il minimo del- 
la funzione - — -L 

2. ° Trovare il massimo ed il minimo della fuuzioue 

3—2^ 

jc * — 2 - 

3. ' Iscrivere in un cerchio un rettangolo di superiìcie 
massimo. 

4. a Circoscrivere ad una sfera un cono di volume mi- 
nimo. 

5. ° Iscrivere in un cerchio un triangolo isoscele di su- 
perficie massimo. 

6. ‘ Circoscrivere ad un cilindro dato «n cono di volume 
minimo. 


by Gooq 
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LEZIONE XXIV.* 

DISPOSIZIONI, COMI!! NAZIONI E PERMUTAZIONI. 


§ 139. — Si chiamano Disposizioni di n lettere ad 2 it 
2, — 3 a 3 in generale ad n ad ?i i gruppi che si possono 
fare riunendo queste lettere a 1, 2 a 3, 3 ed in genera- 
le ad n, n col considerare però come gruppi quelli che 
contengono le stesse lettere ma inversamente disposte. 

8 140. — Si chiamano permutazioni di n lettere i grup- 
pi che si ottengono disponendo queste lettere su tulli i 
modi possibili. 

§ 1 41 . — Si chiamano combinazioni di n lettere i grup- 
pi che si possono fare riunendo le lettere in modo però 
che ciascun gruppo differisca da un altro almeno per una 
lettera. 

§ 142. — Ciò posto siano le lettere 
abcde f I 

e vogliamo trovare la forinola generale delle disposizioni a 
2, a 2, a 3, 3 a 4, a 4, in generale ad », a n. 

Prendiamo una lettera p. es. a e facciamo in modo 
che si unisca con le altre m — 1 lettere si avranno le jj. 
sposizioni a 2, 2 che cominciano da a. — Se si fa lo stes- 
so con b si avranno le disposizioni 2, 2 cominciando da h 
e così con c con d ecc. in generale per avere le disposi- 
zioni a 2,2 basterà ripetere m — i per quanto sono le 
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lettere, cioè m, quindi chiamando D* le disposizioni a 2,2 
si avrà D ,=m(m — 1). 

Così se vogliamo quelle a 3, 3 basterà prendere quel- 
le a 2 a 2 ossia un gruppo e farlo seguire dal restante 
delle m — 2 lettere di modo che si avranno le disposizioni 
«3,3 cominciando da ab. 

Donde per avere il numero delle disposizioni a 3 , 3 
basterà a moltiplicare tutte le disposizioni a 2, 2 per m— 2, 
e si avrà 

Dj=D t («i — 2). 

In generale se vogliamo disporre le m lettere ad n 
ad n prenderemo un gruppo n — 1 e lo faremo seguire dal- 
le altre m' (n — 1) ossia — ?n— n-j-1 quindi tutte le dispo- 
sizioni di n — 1 ad n — 1 ripetute m — n-J-1 daranno le di- 
sposizioni di n ad n e quindi. 

Dn=Dn— 1 (m— n-j-1). 

E riunendo si ottiene. 

D 2 =m(m - 1) 

D 3 =D2(wi — 2) 

D4=D 3 (m — 3) 

Moltiplicando e sopprimendo i fattori comuni D a Dx 
D* — si avrà la formo! a generale 

' Dn=7n(m— l)(m-2)(m— 3) . . . 

§ 143 . — Facendo m=*n. Si avranno le permutazioni, 
perocché le disposizioni di n lettere ad n ad n sono le 
diverse permutazioni di cui son capaci le n lettere ; 
donde 

P n=n(n — l)(n— 2)(« — 3) ... 3. 2. 1 
Pn=1.2.3. . . (n— 1) n. . . 

P n — 1=1. 2. 3 (« — 1) e moltiplicando tutti i termini 
per « , si otterrà. . 

(Pn— l)n=1.2.3 . . . (n— ì)n 
donde 

Pn=(Pn— l)n. 

§ 144. — Prendiamo una disposizione e permutiamola si 
avrà una combinazione. 

Ora tra le disposizioni di m lettere n ad ti ciascuna 
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combinazione deve trovarsi ripetuta tante volte quante per- 
mutazioni possibili vi sono tra le n lettere di questa com- 
binazione. 

Dividendo il numero totale delle disposizioni di vi let- 
tere n ad n per le permutazioni si otterranno le combina- 
zioni di m lettere ad n, n. Così 

Cin Dti m(m— 1)(m — 2) . . . (m— n-\-i) 

Pn"~ 1.2.3 Tn 

Volendo conoscere le combinazioni a 2 , 2 a 3 , 3 si 
farà n = 2, 3 
donde 

„ m(m-l) r _ vi(vi—ì)(m — 2) 

2 1,2 3 ~ 12 3 

Esercizii 

Trovare il numero delle disposizioni di 45 elementi. 

Trovare il numero delle permutazioni di 40 elementi. 

Trovare il numero delle combinazioni a 3 a 3 di 90 
elementi. 

LEZIONE XXV.* 


BINOMIO DI NEWTON 

§ 145. — Col nome di Binomio di Newton va dinotala 
la legge scoperta da questo illustre matematico mediante 
la quale si ottiene una potenza qualunque di un binomio 
ci-\-h senza passare per le potenze inferiori ad essa. 

§ 146. — Per elevare un binomio a qualunque potenza 
si sono stabilite le seguenti forinole: 

1 | t< =(°+ i, )- a! + 2aS + a ’ 

2 \ a ^ a ^ at \ ~ (a-f 3a 2 è-f 

h',b 2 ,ài] r 
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3 ì ! =(<*+») < =« < +*o , »+- 6o'* ! +*n»+'-< 

ccc 


Nelle quali forinole si rileva: 1." Che ciascuna lettera 
si è replicala tante volte per quanto lo dimostra 1’ espo- 
nente a cui si vuole elevare il binomio; — 2.° Che la let- 
tera a va decrescendo negli esponenti , mentre la 6 va 
crescendo; — 3.° Che nella prima forinola si contiene a* 
e (>- , cioè a e b elevali alla potenza espressa dall’ espo- 
nente data mentre il 2.° termine 2 ab è composto dal pro. 

2 

dolio di a per b moltiplicato per — ossia per 2 — 4.° 

1 

Nella 2.' formola oltre delle lettere a e b elevate a 3.* 


potenza si contengono gli altri due termini 3 e 3 ab, il 
primo dei quali è formato da a*x*‘ preceduto dal coeffi- 


ciente che risulta da- 


1 


3, ed il secondo termine 3 ab* è 


formalo da a l xb* col coefficiente espresso dalla formola 
3x2 

= 3, 5.° Nella 3.* formola si contengono le poten- 

1 

ze 4 1 di o e di b, più di termine 4 a } b formato da a s xb‘ 

col coefficiente 4 che è risultato da — ; il terzo termine 

1 


6 a*b* è composto da a*x&* più il coefficiente 6 prodotto 
4x3 

della formola ; il quarto termine 4o& 5 è formato da 

1x2 


a'xb'x 


4x3x2 
1x2x3 ’ 


Sviluppando il binomio elevalo a 5.* potenza ed ac- 
cennando le operazioni per i coefficienti si troverà simil- 
mente: 


(<*+»/=«.+ -f «•*+ ~ «’»* + + 
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_l_ 5xix3_x2 b> . 

1 x2x3x4 

Volendo elevare un binomio (a -}-£>) ad una potenza 


t» qualunque , conviene : — l.° Elevare ad m la lettera a; 
S.° formare il secondo termine del prodotto di a m ~ x per b 

moltiplicandolo per ; 3.° Il terzo termine sarà espres- 


so dal prodotto di o m_I per b- moltiplicalo per 


mxm — 1 
1x2 


il quarto termine sarà a m ’xft’x 


mxm — lxm — 2 
1x2x3 


il 


quinto termine è a m *&*x 


mxm — 1 xm — 2xm — 3 
Ix2x3x4 


e così 


seguitando finché diventerà i esponente delle potenze de- 
crescenti della lettera a, mentre la lettera b si troverà e- 
levata all' esponente m— 1; l’ultimo temine sarà final- 
mente b m . — Eccone la formola generale: 

(a+h) m =a m -\- m a m ~'b -f a m ~*h* 


+•••• 


m(m — \)(m — 2) 

' • 1x2x3 

m(m— l)(m - 2)(m — 3) a «> 4//4 
"" Ix2x3x4 

m(m — l)(m — 2)(m— .">) (tn— 4) *- 5fcs 
Ix2x3x4x5 

m(m— l)(m — 2)(m — 3)(m— 4)....(m — n-f-l) ^-n^n 
Ix2x3x4x5 ... ?i 


§ 147 . — Molti ragionamenti si sono fatti per dimostra- 
re essere vera la legge suindicata, noi daremo quello che 
va fondato sulla teoria delle combinazioni espresse nella 
lezione precedente — Ed in vero eseguendo le moltiplica- 
zioni dei binomi 
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damento delle potenze di a nei termini successivi, quanto 
per i coefficienti , il primo dei quali è 1’ unità , il 2’,° è 
quello del secondo termine p,4 -h , il terzo p 2 -f lip è la 
somma dei *pr°dotti distinti dei secondi termini dei primi 
m fattori presi a due a due, aggiungendovi hp t , ed in ge- 
nerale il termine dello sviluppo ha n termini prima e poi 
(Pa + hPn-i)0' m ~ n +\ ed il suo coefficiente p n -\~hPa-\ è la 
somma dei prodotti distinti di tutti i secondi termini dei 
fattori presi n ad ». E 1’ ultimo termine hp m è il prodot- 
to dei secondi termini dei fattori. 

Supponiamo che i secondi termini dei fattori binomi 
siano eguali, allora ciascun fattore addiverrà a-\-h, ed il 
prodotto degli tri fattori sarà (a + h) m allora la somma dei 
secondi termini sarà h-\-h-\-...=mh e la somma dei pro- 
dotti distinti a due a due è h *— j- h,* . . .= - h *, 

1x2 

quella dei prodotti distinti dei secondi termini presi a tre 
a Ire, è 7i 3 -}-/i 3 -|-/i 3 -{-... ovvero tante volle W per quante 
sono le combinazioni di m lettere a Ire a ire , ossia 

/i 3 , e così in generale la somma dei pro- 

1x2x3 

dotti distinti dei secondi termini presi n ad » sarà 7i n -|~ 
7i n -f 7i n -f-... ovvero tante volte h n per quante sono le com- 
binazioni di m lettere ?i ad », e perciò 

m(m — 1 )(m — 2) . . . (m—n - 1-1) 
lx2\3x .... » 

L’ ultimo termine sarà h m , ossia il prodotto di tutti i 
secondi termini dei fattori binomii. 

E si avrà finalmente 

a m -* -f fra™-* -f- 


-f 


m(m— l)(m — 2) 
ix2x3 


7i 3 a m ~ 3 -f . . . . 


(m — 1 )(m — 2)(?n— 3). 

Ix2xjxi . . 


-fh ra 


• (» l ~ n + 1 ) f t n a m-n 
X » 


9 
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Se poi fosse dato il trinomio la 7 -f-/H-d 4 da elevare 
alla 5.* potenza, si scomponga in due parli la 5 e (A-f-d'Ot 
e fatto Io sviluppo di (a-f-A) 5 si sostituisca ad a la prima 
parte la 8 ed a h la seconda parte (h-\-d 4 ) ed eseguendo 
le moltiplicazioni indicale si otterrà ì' elevazione a 5.* po- 
tenza del trinomio dato. 

Volendo elevare a potenza un polinomio bisogna con- 
siderarlo anche diviso in due parti , 1’ una delle quali è 
rappresentata dal primo termine, mentre l'altra è formata 
da tutti i termini che seguono il primo. 

Nota — Per esercizio potranno i giovani fare da loro 
stessi lo sviluppo del binomio (la 5 -f-9A)< e quello di 
<7a 5 -fA+d<) 5 . 

§150. — Veniamo ora alla forinola del binomio per un 
esponente qualunque. — Siano dati i due polinomi inde- 
finiti. 


. , a .a a—ì . . a a — 1 


X 




n 


0=» +x z +T >< 


h— I 
2 





_L_ h (n — 1) 

I ••• 11 ■ ' * ' — ** 

n 

che possiamo scrivere sotto la forma: 

P=1-J-A,z-J-A 2 z*+Aj 2 ... -j-A n z* 

Q=t-f-B 1 Z-|-®i' 2 *'4~®3 2 M - • • • “{“Bn 2 ” 
Moltiplicando 1’ uno per 1’ altro si avrà 

pq=i-Ka < 4-b,)2+(a*+a i b 1 4-b,)z* 

+(A 8 +A 1 B,+A,B i -fB 3 )^+... 


4-(A n +A n _,B, 4-A n -*Bi+ • • *+B n )z n 


Ora i coefficienti di questo prodotto essendo identici 
ai valori del l.° membro della equazione precedente, nel- 
la ipotesi di n=l,2,3... sarà 


\ 
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PQ = 1 4- 2+i“ 2 + 2+*x?±!=! 

_ i a 4 h—i " _ a+fc — 2 (o-f/tj— (n— i) „ 

1 2 3 n z 

ed aggiungendovi un terzo -fetore 

R=i+ i- , +{4 2 '+ f “T 1 Xtt*'+* • • 


+ -1 x x S=L .. . °_=2t±> 

I 2 3 n 


si avrà 


pnn=i a, g4 fc + c „ __l rc+H-c„«-fa-J-c— 1,„ , 

1 1 1 | J *• ~r ••• 

_l_ a 4~M~ c (a-}-/i-fc) — (n — l) n 

1 n 

Ed in generale il prodotto di n polinomi P, Q, R, S... 
simili ai polinomi presi ad esempio , si avrà sostituendo 
a+ft+c-M • • • lettera di cui sono funzione i coeffi- 
cienti di uno qualunque di essi. 

Supponendo ora P=Q=R=ecc. e perciò a — h — e — gc 

sara 

PQRS..=P n ; na 

quindi 

=l+^.z+ 1 «a-(w-l) ^ 

E quindi se facciamo a=— , indicando m ed n due 

Ti 

numeri interi e positivi, avremo 

[ jn. _m_ m m m m , » 

g , 4-»»+JL- ° ...T (n ° 2 ,| 

1 1 2 1 2 n I 
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. , m . m m— 1 . . m ni — 1 m—(n—\) „„ 

=14 z 4- — • z a 4-..4 ... z 

112 12 n 

Ma questo secondo membro rappresenta ( t poi- 
ché in è intero e positivo; dunque la stessa potenza (1-f-z)" 1 
sarà rappresentata ancora dal l.° membro. Potremo in con- 
seguenza pareggiare le ?i sime radici, ed avremo 

/ \ m 111 111 m —1 
1 1 ~^~z 1 u — 1 -4- 11 z — |— >■ . n 2 * ... 

V / li 2 

JL Jl— l Jl— (ii— 1) 

-f- ...-h j] 2 n 

12 n 

Adunque si conchiude: che la forinola del binomio 
di Newton regge per qualunque numero positivo , intero, 
o frazionario. 

§ 151. — Con la verità dimostrala nel precedente § può 
dimostrarsi che la forinola del binomio ha luogo eziandio 
quando 1’ esponente è negativo. 

Infatti dei due polinomi 

p=l+ il 5+ iL.?=± s . + .. + 4..i5=i...?=<!!=l ) 

1 1 2 T ~ i 2 n 

q=h- . <=^=* 

!_ (— a) (—«)—! (— a)— (w— 1) „ 

+ 1 ' 2 *’* n 

il primo essendo eguale pel teorema precedente ad (l-f-j)" 
sarà il prodotto 

PQ=(l-f;) n Q 

Ma 

(• + T- + T-T 1 -*-) ' . 

(, + tjS +=?• + 
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t j (a — a) (et — g) 

1 + “i r~ 


( o — e )— *1 
n 


, (a— a) (a- a)— 1 (a— a)— (n— l),„_ t 

T . • • • • "■« — 1 

'12 n 

dunque 

(1+2)"xQ=1 

donde 

Q=(l-f c)- n 
ed in conseguenza 

( ì-m)'* =i+ fcà , + . $=«=a 

, (—a) (— a)—l (— a)— n-1) 

~ 1 2 n 

Adunque : 

La forinola del binomio regge per qualsivoglia espo- 
nente positivo o negativo, intero o frazionario. 


LEZIONE XXVI.* 

ESTRAZIONE DELLE RADICI DI GRADO QUALUNQUE DAI 
NUMERI E DAI POLINOMI. 

£ 152. — Avendo esposta nella n. a aritmetica la manie- 
ra di estrarre la radice quadrata e la cubica da un nume- 
ro si può con facilità estrarre da un numero la radice di 
cui l' indice è un numero composto dai fattori 2 e 3. Ed 
in vero la radice 4.* di un numero si ottiene estraendo 
due volte di seguito la radice 2.*; la radice 6.* risulta dal- 
Y estrarre prima la radice 2.* e poi la radice 3.* e cosi 
di seguito. 

§ 153. — Se poi da un numero si voglia estrarre la ra- 
dice 5.* bisogna conoscere o avere solt’ occhio le 4 e po- 
tenze dei nove numeri da 1 al 9 ; e poiché la quinta po- 
tenza di 10 è 100000, si deduce che la parte intera della 
radice quinta di ogni numero minore di 6 cifre è un nu- 
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mero di una sola cifra. Se poi il numero ha più di C ci- 
fre la radice quinta si compone di decine e di unità , e 
chiamando u le unità, e d le decine si avrà che il nume- 
ro dato n sarà 

n=(lOd-}-u) 5 =100000 d 3 -f 5xl0c»OO d 4 u 
4-10x1000 d 3 w* 4-10x100 d l u 5 4-3x1 Odw 4 4 w 1 
E ragionando nello stesso modo come si è detto per 
la radice 3.‘ neiraritmelica si stabilirà la seguente regola: 
Per estrarre la radice £.* da un numero conviene di- 
viderlo in membro di ò‘ cifre ciascuno cominciando da 
destra; poco curando che V ultimo membro a sinistra sia 
di un numero minore di cifre. La radice 5.* della mas- 
sima potenza contenuta in quest ’ ultimo membro formerà 
la prima cifra della radice cercata. Si eleva questa cifra 
a J.* potenza , e si sottrae dal primo membro a sinistra 
del numero dato. A fianco del resta si scrive la prima ci- 
fra del 2.° membro, e si divide il numero che ne risulta 
pel quintuplo della 4 * potenza della radice trovata. Il 
quota è o eguale alla seconda cifra di radice oppure mag- 
giore di esso. Si proverà , se è maggiore , scrivendolo a 
destra della cifra di radice trovala ed elevando a 5* po- 
tenza il numero risultato — Se questa $. a potenza non è 
maggiore del numero formato dai primi due membri del 
numero dato la cifra trovata è giusta , altrimenti si dimi- 
nuisce di una unità e si prosegue dello stesso modo la n- 
perazione. 

Il modo di trovare le radici 1 e ed ll e ecc. si deduce 
da un somiglievole ragionamento fatto per ottenere la ra- 
dice 5. 8 

§ 154. — Veniamo ora ad estrarre la radice da un po- 
linomio qualunque — Incominciamo dall’ estrarre la radice 
quadrata da un polinomio il quale contenga la lettera x , 
ordinata in modo che gli esponenti di questa lettera va- 
dano, decrescendo, e sia P=A4-B4-C.4-.. 

È chiaro che il quadrato della sua radice a-\-b... do- 
vrà riprodurre il polinomio dato A4B-H ••• — Ora per la 
legge della composizione della 2. 8 potenza il quadrato A 
deve contenere per radice a, e perciò il 1.' termine della 
radice si ottiene estraendo la radice quadrata dal f. n ter- 
mine del polinomio dato : 
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P ordinato secondo le potenze discendenti di una lettera 
oc — Ed in fatti si estragga la radice m esima dal p rimo 
termine, e si ottiene il 1. a termine della radice cercata. 
Si sottragga la potenza m esitna dal termine trovato del 
polinomio dato, e si divida il primo termine del resto per 
m volte la potenza m — 1 del termine trovalo ; il quozien- 
te sarà il 2.° termine di radice. Sottratta poi da P la po- 
tenza m e8imc dei due primi termini trovali alla radice, il 
primo termine del resto diviso per ma m ~ l dà per quozien- 
te il terzo termine — Cosi si continuerà V operazione fin- 
ché si otterrà un resto nullo. 

Se poi avviene che il primo termine di uno dei resti 
non sia divisibile per m volle la potenza m — 1 del primo 
termine della radice, si potrà conchiudere che il polino- 
mio dato non è una potenza esalta. 

Applichiamo la sudelta rcijola a due esempi, nel pri- 
mo dei quali' si esaminerà quale termine manca per ridur- 
re la espressione data ad un quadrato perfetto; e nel 2.° 
si estrarrà la radice cubica da un polinomio. 

Esempio 1.° 

Esaminare se sia un quadralo o cosa manchi per 
ridurvelo, l' espressione data 
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LEZIONE XXVI 1/ 


DE’ RADICALI IMMAGINARI!, E DEL LORO CALCOLO. 


§ 156. — Se M dinoia una potenza pari di -f- A, sicché 
sia M«=-f-A» D , non potrà mai M risultare affetta dal se- 
gno — perciò vicendevolmente — M non potrà mai rap- 
presentare una qualunque potenza pari -f- A , cioè che 
da — M non potrà estrarsi radice di grado pari ; e 

2n 

quindi \/ — M esprimerà una quantità impossibile , o im- 
maginaria. Adunque: 

Si due immaginario quel radicale che ha V indice 
pari , e negativa la quantità sotto il segno. 

§ 157. — Sebbene — A* n non possa aver luogo come po- 
tenza di + A, può però dinotare il prodotto di un fattore 

positivo di essa — A* n per — 1 ; che perciò , se mai 1’ e- 

2n 

spressione immaginaria \/ — M si elevi alla potenza 2 n t 

Tenendosi a distruggere con una operazione contraria To’ 
perazione impossibile ad eseguirsi sulla quantità — M, cioè 
1* estrazione della radice 2 n da essa la quantità — M elie 
tornerà a risultare dovrà esser reale ; e reali possono es- 
sere in altri casi ancora , i risultamenti derivanti da cal- 
colazioni effettuate su quantità immaginarie. Che perciò 
il loro calcolo non è da disprezzarsi , nè da credersi di 
nessun uso, e puramente chimerico; che anzi , la conside- 
razione degli immaginar» è di somma importanza nelle ri- 
cerche che si fanno per mezzo dell’ Algebra su quistioni 
aritmetiche, e geometriche. 

§ 158. — È facile rilevare che \/ — M=/Mx/ — 1, cioè 
che: Ogni radicale immaginario è quanto lo stesso radi- 
cale reale moltiplicato per >/ — 1. 

Ed in questa forma supporremo in appresso esser sem- < 
pre ridotti gl* immaginarli nello stabilire le regole del loro 
calcolo. 

Sicché le quantità immaginarie, per esempio, 3^— a*, 
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e 56/ — a , sarebbero rispellivamenle rappresentate da 
3a/ — 1, e 56/a/ — l. 

§ 159. — La somma, e la sottrazione delle quantità im- 
maginarie non lia bisogno di regole speciali , eseguendosi 
con quelle stesse già stabilite generalmente. - 

Così la somma delle quantità 

I a 3a’+26/— 1— 4c/— 1 

IP 2p 2 -f-36/-l— 6c/— 1 

è 3ft 2 +2p 2 -f56/— 1— 10c/— 1 

o anche espressa nel seguente modo 

3a 2 -j-2p 2 -)-(56 — 10c)/ — 1 
E sottraendo la seconda dalla prima, ne risulterà 
3a a — 2 p 2 — (6 — 2c)/ — ! 

§ 169. — Se vogliasi moltiplicare la quantità reale -f- a 
per 1’ imraaginarià-f-6/ — 1 , il prodotto di tali quantità si 
ridurrà a quello de 7 tre fattori a, +• 6 , e / — 1 , de’quali 
il prodotto de’ due primi è già nolo essere -f- e questo 
moltiplicalo per/ — 1 darà pel prodotto delle quantità pro- 
poste -f- aò/ — 1 . 

Che se poi i fattori sicno tulli i due immaginarli, co- 
me-|-a/ — 1, e-f-7/1 , il prodotto de’ medesimi equivarrà 
a quello de’ quattro fattori -f- a, + 6, -f*/ —1, -f- / — 1; 

c sarà perciò quanto quello de’ due primi per lo prodotto 
de’ due ultimi. Ma i due primi moltiplicandoli giusta la re- 
gola data di sopra danno -f~a6, secondochò tali fattori si 

prendano con gli stessi segni, o pur conlrarii; e gli altri 
due essendo identici danno il quadrato di/ — 1, cioè — 1. 
Adunque nel prodotto delle quantità poste da principio sa- 
rà 4- ab x I ossia q: ab-, ove il segno — si trova aver luogo 

quando i fattori dati erano del segno stesso, il -f- se diver- 
si nel segno. Da ciò si rileva che: 

II prodotto di due quantità immaginarie è reale, e 
precisamente quanto quello de’ fattori proposti presi come 
reali, invertendo però la regola pe' segni stabilita per la 
moltiplicazione cioè dando al prodotto il segno — quando 
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i fattori sono affetti dal segno stesso, e il segno -j- se da 
contrario segno. 

§ 161.— Indire sia proposto a dividere la quantità imma- 
ginaria 4- « V — J P er l’altra -f- b, ò chiaro che il quozien- 


te cercato sarà immaginario, ed espresso 


b 


/-l. 


Che se al contrario sia reale il dividendo -}- a , ed 
immaginario il divisore -f- by/— 1; il quoziente sarà pure 


immaginario , ed espresso da - - _ a ■— , ove molliplican- 

oy - — 1 

do per / — 1 i due termini del fratto, e si avrà 




-1. Val quanto dire che : 


Volendo dividere una quantitàimmaginaria per iena 
altra reale, o al contrario una quantità reale per una im- 
maginaria, si esegue la divisione senza considerare l’im- 
maginaria come affetta da — 1 , pel quale si moltiplichi 
il quoziente, cambiando a questo il segno, che gli era ve- 
nuto dalla divisione fatta , nel caso che V immaginaria 
quantità avesse fatta da divisore. 

Finalmente sieno immaginarli ad un tempo stesso il 

dividendo e ’1 divisore, ed espressi 1’ uno da -f -a>/ — 1 , e 
1’ altro da -f- W ‘ — * > & quoziente sarà indicalo da 

~ b /—I X h + ~ b 


cioè: Il quoziente della divisione di due quantità imma- 
ginarie è reale, e dinotalo dai quozienti che si avrebbero 
dividendo alla maniera ordinaria i radicali proposti , 
sopprimendo il fattore comune ^ — 1. 

§ 162. — Dopo ciò basteranno per le operazioni su i po- 
linomi! immaginari! i seguenti esempii. 
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Per la moltiplicazione 


('FaHorijl^V-l-3^-1 


I. 


5 6m»-f4amv r — i — SmvA'V— 1 , 

I — 9am/ — l-j-6o*— Sa^b 

' -j-6m^'b^/’ — 1 — ia</b-\-òb 

L Prodotto%m*—$am\/' — 1 -f-6a J — 1 3a/6+® 6 


Fattori \ 


II. < 


se -fa-f-ZV"— I 
oc + a — V — I 

sc*-}-fl* -}-&»/ — 1 
4-a®-{-a* -f a6v^ — 1 

— bx s/ — li ab — 1-4-6* 


Prodotto 


a* -h 2a.r-j-a*-f-6* 

Il qual prodotto è reale, e nascente da due fattori im- 
maginarli della soprindicata forma. 

Per la divisione 


Divisore 


3m-f 2oy /r — 1— V— I . 

Im—Za ^ — 1+2^*^— 1 

Dividendo 

6m*— 5am/— l-}-6a»— 1 3a/ò-f-66 
6ro*-|-4amv/' — 1 — 6ra \/ b \/ — 1 
— 9am/— l+6a» -j-6m/V— 1— 1 3a/6-4-66 

— 9am/— l-f-6a* — 9ay^/ > 

-f- 6 6y/" — 1 — 4ayT — | — 

-f-6 m'Jby/ — 1 — 5(1^6-1-66 
0 
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§ 165. — Da tutte le operazioni esposte intorno ai radi- 
cali immaginar», è facile rilevare, che raccogliendo in una 
somma tutt’ i termini reali di un’espressione immaginaria, 
ed indicandoli per A ; e similmente chiamando B la som- 
ma de’ coefficienti di v^— 1 ne’ termini immaginar»; potrà 
ogni espressione algebrica immaginaria essere generalmen- 
te compresa nella forinola A-f-B\/ — i. 
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LEZIONE XXVIII.* 


PROGRESSIONE ARITMETICA 

§ 164. — Chiamasi progressione arilmelica o per diffe- 
renza una serie di termini dedotti 1’ uno dall’ altro me- 
diante una differenza costante. — Questa differenza dicesi 
ragione della progressione. 

§ 165. — La progressione vien denominala crescente 
quando i termini vanno aumentandosi dal primo all’ ulti- 
mo. — E per lo contrario si dice decrescente. 

Il segno di più termini in progressione aritmetica è -f . 

§ 166. — Problema l.° Trovare il valore di un termine 
di una progressione aritmetica , conoscendo la ragione 
dei suoi termini, il pnmo termine ed il loro numero. 

Sia a il primo termine, r la ragione ed n il numero 
dei termini, e supponiamo la progressione crescente. 
a. h.c.d. ...... a. 

In virtù della definizione , questa progressione può 
scriversi sotto la forma 

4 a . a-j-r . a-f-2r . a+3r . . . 

In cui si vede immediatamente che un termine qua- 
lunque è uguale al primo termine aggiungendo o toglien- 
do (secondo che la progressione è crescente o decrescente) 
la ragione moltiplicata pel numero dei termini meno. 

Quindi vien stabilita la formola chiamando u un ter- 
mine della progressione, a il primo termine, ed n il nu- 
mero dei suoi termini. 

u=a-\-r(n — 1) 
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Applicazione. — Sia da trovarsi il 7.° termine di una 
progressione aritmetica di cui 3 è il primo termine, 7 il 
numero dei termini e 5 la ragione. 

Applicando la formola generale si deve avere 
u= 3-f-(5x7-l)=33 
ed in falli si ha la progressione 

«f 3 . 8 . 13 . 18 . 23 . 28 . 33 

§ 167. — Problema 2.° Inserire p medii aritmetici tra 
due termini A e B. 

Per risolvere questo problema conviene appurare qua- 
le deve essere la ragione di questa progressione. Dalla for- 
mcla generale 

u=a J r r(n — 1) 

si ottiene 

u — a 

~ n — 1 

e sostituendo p+r in luogo di n si ha 
u — a 

r—p+r 

Applicazione. — Inserire tra 5 e 9, 4 medi aritmetici 
Facendo u— 9, a=5, si ha 
r __9-5 4 

T 4— f-1 5 


ed infatti stabilendo la progressione risulta: 



§ 168. — Teorema. — Sia a, b, c, d ... . h, k., I 
una progressione aritmetica proposta , chiamiamo r la ra- 
gione, ed n il numero dei termini , dico che la somma di 
due termini equidistanti dagli estremi è uguale alla som- 
ma dei termini estremi. 

Infatti , in virtù della definizione della ragione si ha 
h—a-\-r 
l=k-\-r 
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Aggiungendo in croce termine a termine queste due 
equazioni risulta 

donde 

h-\-k^^a-\-l 
parimenti si ha 

c=h-\-r 

h=h-\-r 

■* aggiungendo in croce si ottiene 

c-f » 

donde 

c-\-h^^h-\-k 

Dello stesso modo può dimostrarsi per tutti gli altri 
termini. 

§ 169. — Problema. — Trovare la somma dei termini 
della sudella progressione. 

Chiamiamo S la somma richiesta; sarà 

... Zi» — } — /z — J — 1 
... c — } — — | — d 

aggiungendo membro a membro queste equazioni risulta 
2S=<a+0+(/H-^)+(c-f • -(H-c)+(^+aH-(l-t-o) 

E poiché in virtù del teorema precedente il secondo 
membro è composto di termini tutti eguali ad (o-j-l), si 
può adunque scrivere 

2S— n(a-j-l) 

donde 

n(a+l) 

S ~~ 2 

Applicazione— Trovare la somma dei termini della pro- 
gressione 

3 , ì , 11 , 15, 19 
facendo 3=a, 19=1, 5=n 
si ha 
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di 


o_ 5(3+19) 5x22 

2 2 


§ 170. — La formola trovata per la somma dei termini 
una progressione aritmetica S= — può esporsi sot- 

M 


to la formola 


C_ (a+(n=!)r+a)« 

e facendo a— 1, r= 2, si ha 

c_ (l+(n— 1)2+1 )“ (2+271—2)" 2n* 

2 2 2 

cioè : la somma dei termini di una progressione di 
cui il 1 .° termine è /, la ragione 2, ed in conseguenza i 
suoi termini sono dispari, ò uguale al quadralo del nu- 
mero dei suoi termini. 

Dalle formole di sopra espresse, chiamando a il pri- 
mo termine, u 1’ ultimo termine, r la ragione, n il nume- 
ro dei termini, S la loro somma si ha 


(1) u=a+r(n— 1) , donde . . a=u—r(n— 1) (2) 
(3) r=2=± ed n = ^ + l...(4) 


n — 1 


S =<+>».. .(3> 

M 


Problemi 

\ Sapendosi che un grave nel discendere percorre nel 
primo minuto secondo del suo moto m. 4,9, nel secondo 
m. 14,7 e così sempre aumentando di minuto in minuto; 
Si domanda dopo 9 minuti quanti metri il grave avrà per- 
corso. 

2.° Una persona contrae il debito di L. 9000 da pagar- 
si a 200 lire mensili con interesse a scalare G per V 0 ; si 
domanda quale sarà la somma di tutti gl’ interessi al ter- 
mine dell’ escomputo del capitale. 
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3. ° Si domanda quanti colpi batte con orologio in cia- 
scuna rivoluzione del quadrante , sapendosi che l’orologio 
batte le ore e le mezz’ ore. 

4. ° Si ha un cumulo di palle di cannone disposte in 
progressione aritmetica, distribuite in 18 strati , ciascuno 
dei quali contiene 3 palle più del precedente , si doman- 
da quante saranno tutte queste palle sapendosi che lo stra- 
to superiore contiene 4 palle. 

LEZIONE XXIX/ 

FROGIlESSIONE GEOMETRICA 

§ 171. — Una serie di termini che si deducono 1* uno 
dall’ altro per mezzo di un quoziente costante , chiamasi 
progressione geometrica. 

§ 172. — La progressione è crescente quando i termini 
vanno aumentandosi da sinistra a destra. Ed al contrario 
è decrescente quando i termini vanno diminuendo. 

Il segno della progressione geometica è -H- anteposto 
al primo termine di essa. 

Per es. •H- 1 : 2 : 4 : 8 : 16 ... oo 
oppure 

a : l) : c : d : ... oo 

§ 173. — Problema l.° Trovare il valore di un termine 
di una progressione geometrica, conoscendo il primo ter- 
mine, il quoziente, ed il numero dei suoi termini. 

Chiamiamo a il primo termine, q la ragione ossia il 
quoziente; in virtù della definizione la progressione può 
scriversi 

a : aq : aq* : aq ì . . . . 

Sotto questa forma osservasi immediatamente che un 
termine qualunque è uguale al primo moltiplicato pel 
quoziente elevato alla potenza indicata del numero dei 
termini meno i, ossia dal numero dei termini che prece- 
dono quello da cercarsi. — E dicendo u 1* ultimo termine 
della progressione, a il primo termine, q il quoziente ov- 
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vero la ragione, n il numero dei suoi termini sarà 
u=xaq n ~ l 

Applicazione. — Trovare il 6.° termine della progres- 
sione geometrica di cui 3 è il primo termine e 2 il quo- 
ziente. 

Si avrà in virtù della formola anzidetta 
u=3x2 4 =3x32=9G 

Ed infatti la progressione è 

^ 3 : 6 : 12 : 24 : 48 : 96 

§ 174. — Problema 2.° Inserire p medii geometrici Ira 
due numeri A e B. 

Per risolvere questo problema conviene trovare la ra- 
gione di una progressione geometrica che comincia da A, 
termina con B ed avrà p termine tra A e B. — Dalla for- 
mola precedente 

u=aq n-t 

risulta 



donde 

n-1 

*=\l± 

v a 

* 

E facendo u=B , a= A , n=p- f-2 si avrà la ragione 
richiesta 

p*’ 

,= \/v 

E perciò moltiplicando il termine A per questa ragio- 
ne si avrà il 2.° termine ; questo moltiplicato ancora per 
la stessa ragione si avrà il 3/ termine e così di seguito. 

Applicazione — Inserire tra 2 e 16 due medi geome- 
trici. 
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Applicando la formola g= 




2; e perciò la progressione 


sarà ■h-2:4:8:16 

. § 115. — Problema 3.° Trovare la somma dei termini di 
una progressione geometrica. 

Sia tt a : b : c : d : e la progressione proposta, q la 
ragione la somma richiesta S; si avrà, esponendo la pro- 
gressione secondo la legge della sua formazione 
S=a-f-oxg4-axg»-}-axg 5 -f axq 4 . . , 
Moltiplicando amendue i membri di questa equazione 
per q, si ottiene 

gS=axg-faxga-f-axg ? -j-axg 4 -faxg 5 
Sottraendo la prima equazione da quest’ ultima ed o- 
mettendo i termini uguali risulta 

gS — S=axg 5 — a 

ovvero 

S(g — l)=ax(g 5 — 1) 

quindi 

c — ax(q 5 — 1) 
g— 1 

e perchè 4 dinota il numero n dei termini di questa pro- 
gressione si ottiene la formola generale 

c nxg" — 1 

q—l 

Applicazione.— Trovare la somma dei termini della pro- 
gressione geometrica 

3 : 6 : 12 : 24 : 48 

Supponendo a=3, n=5, g=2, si avrà 
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_ 3x2’ -1 
2—1 


3x31 _ 
1 


$ 176. — Osservazioni. 

Ora si possono dare tre casi, o che q^c. 1, q^L 1, q=o 

1. ° Caso sia q'P’l allora la quantità q n cresce a misura 
che cresce. 

In effetti supponendo la ragione g=l-f-L siag n — (14-L) n = 

1-f 7iL-f- perciò q n 7^l-\-nL. Ora per piccolo che 

sia L è chiaro che prendendo n molto grande, 1+wL può 
superare qualunque grandezza , dunque lo sarà maggior- 
mente q n . Da ciò conchiudesi che la somma S può dive- 
nir quanto si voglia grande. 

2. ° Caso sia g^;l cambiando i segni al numeratore e 

al denominatore , quindi si avrà S = ■ la 

1 —q 1 —q 

quantità g n impicciolisce a misura che n cresce , e può 


impicciolire quando si vorrà. In effetti, facciamo q— 


B 


B essendo avremo g n = 



or perciò che si è det- 


to facendo crescere sempre più n, B n aumenterà aH’infini- 
to , dunque q n diminuerà sino a zero , e quindi anche 

e facendo ti=') si avrà S= — — 

1 — q ì-q 

3.° Se si ha g=l sarà S= — ma 1* indeterminazione 

a 

non è che apparente , in fatti dividendo g n " 1 per g— 1 la 
formola diventa. 

Ss=a(g n ~«4-g n ' . . • +g-H) . . . 
e l’ ipotesi di g — 1 darà 
S — qn ... 

§ ITI. — Teorema. Sia a, b, c, d ... h, i, l. 
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la progressione proposta , chiamiamo q la ragione , ed n 
il numero dei suoi termini. 

Dico che il prodotto dei termini equidistanti dagli e- 
stremi ak=bi~ch= . . . 

Infatti essendo b=aq , l—iq moltiplicando a croce que- 
ste due eguaglianze si ha 

biq-=aql ossia bi=al 
Similmente si ha 

C=bq , i—hq 
moltiplicando in croce 

chq=.biq , ossia cli=bi 

e così si dimostrerà per tutti gli altri termini. 

§ 178. — Problema 4.° Trovare il prodotto dei termini 
della sudella progressione geometrica. 

Chiamando P il prodotto richiesto si avrà 
P—axbxcxdx . . . xhxixl 
e 

p =i».ixhx . . . xdxcxbxa 
Moltiplicando quéste eguaglianze membro a membro e 
riunendo i fattori dello stesso segno, si ottiene 
V*=alx/Axchx . . . xdcxibxla 

Ed essendo il 2.° membro composto di fattori tutti c- 
guali ad al (in forza del teorema precedente), questa e- 
guaglianza può scriversi 
p*=(al) n 

donde 

P=\J(al) n . . ... (1) 

§ 179. — Conviene avvertire che l=aq n ~ l ed in conse- 
guenza 

(af) n =a sn . g n (n— 1) 

Ora n(n — 1) è un numero pari , e perciò g n («— D un 
quadrato perfetto dal quale può estrarsi la radice dividen- 
do il suo esponente per 2 ; e la forinola (1) può scriversi 

p_ / a * n . q n (n-1) 



n(n— 1) 
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=a n . q - 

Applicazione — Trovare il prodotto dei 5 termini della 
progressione geometrica: 

ff 3 : 6 : 12 : 24 : 96 
Facendo a=3, q= 2, n si avrà 

P=3\ 2 2 ~~ =243x1024=248832 
Riunendo le formole trovate si ha 

1) wx,"-« 2) o= 

n--i 

3) ?=./][ Z s_ «Yrl 

V 3 <? — 1 

n(n— 1) 

5) P=fl n .q 2 

Problemi 

1. u Stabilendo che un seme di grano seminato ne ri- 
produca 6 alla raccolta; e che per 4 anni s’ impieghi sem- 
pre per sementa il grano raccolto, avendo messo 20 acini 
di grano al primo anno, si domanda quanti semi di grano 
si raccoglieranno alla fine del i.°anno. — E sapendosi che 
ogni acino di semenza pesa 0,5 di grammo , si domanda 
quanto peserà tutto il grano raccolto. 

2. ° Un giocatore gioca un zecchino, e raddoppia sempre 
la sua posta per 10 volte perdendo sempre , si domanda 
quanto avrà perduto. 

3. ° Tra due numeri dati a e b inserire un numero m 
di medii geometricamente proporzionali. 

4. ° L’ inventore del giuoco degli scacchi avendolo pre- 
sentato ad un re indiano, ed obbligato da questo a richie- 
dere egli quel premio che volesse, domandogli un cumulo 
di grano i cui acini pareggiassero quelli che risulterebbe- 
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ro dal porne 1 nel primo quadratino della scacchiera , 2 
nel secondo, 4 nel terzo, e così raddoppiando fino all’ul- 
timo dei quadratini , che é il 64.° Si cerca sapere quale 
fosse la quantità di grano domandato. 

Nota. Il numero corrispondente al quesito di questo prò* 
blema è nientemeno che 18,446,143,083,109,551,615. 

LEZIONE XXX.* 


DEI LOGARITMI 

§ 180. — Se accanto ad una progressione aritmetica che 
principia da 0, ed abbia per esponente 1 , scriviamo una 
progressione geometrica la quale incomincia da 1, ed ab- 
bia un qualunque esponente, cosi: 

A=4 0,1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 ,7 , 8.... 

B=rf 1 , 2 , 4 , 8, 16, 32 , 64, 128, 256... 
i numeri delle serie A che stanno in progressione aritme- 
tica, chiamansi logaritmi di quelli della serie B che sono 
in progressione geometrica; così 2 è il logaritmo di 4; 5 
è il logaritmo di 32 etc. 

§ 181. — Poiché 1’ esponente della progressione geome- 
trica può essere qualunque numero, cosi sostituendovi una 
progressione che avesse per esponente 5 invece di 2 , si 
avrà: 

, . ~ I : 5 : 25 : 125 : 625 : 1325. . . 

40,1,2, 3, 4, 5 .. 

di cui 2 non sarà più il logaritmo di 4, ma di 25; 5 non 
più il logaritmo di 32 , ma di 1335. Adunque si deduce 
che uno stesso logaritmo p uà appartenere a moltissimi 
numerii e viceversa un numero potrà avere molti logarit- 
mi secondo che varia V esponente della progressione geo- 
metrica. — L’ insieme della progressione geometrica e del- 
la progressione aritmetica con essa associata , costituisce 
un sistema di logaritmi. — Il secondo termine della pre- 
cedente progressione chiamasi base del sistema dei loga- 
ritmi ; e però qualunque potrà essere la progressione geo- 
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metrica, sarà sempre 1 il logaritmo della baie, e 0 quello 
dell’ unità. 

$ 1 82. — Prolungando da amendue le parti le due se- 
rie A e B, di già nel § precedente si avranno le due se- 
guenti progressioni: 

A =■...— 3. — 2. — 1. 0. 1. 2. 3. 4... 

B = 4_ : J_: 1: 2: 4: 8: 16.. 

8 4 2 

Dal che si vedrà chiaramente i.° che i numeri nega- 
tivi non possono avere logaritmi , 2.° che i logaritmi del- 
le frazioni vere sono negativi , e sono rappresentati da un 
numero tanto più grande per quanto più piccola è la fra- 
zione. 

§ 183. — Teorema i.° Il logaritmo di un prodotto di 
' più fattori è uguale alla somma dei logaritmi di questi 
fattori. 

Siano infatti Q m , Q n e Qp 

dei numeri della progressione geometrica, e chiamando R 
il logaritmo di Q, saranno il loro logaritmo 

mR, nR, pR 

e poiché Q ra xQ n xQP=Q m+n+ P 
questo prodotto ha per logaritmo 

(mr-j-w-j-p) R ossia mR-fnK-f-pR - 
e quindi eguale alla somma dei logaritmi dei numeri pro- 
posti. 

5 184. — Teorema 2.° Il logaritmo di un quoziente è 
uguale al logaritmo del dividendo meno quello del divi- , 

sore. Per es. log -r- = log a — log b 
b 

Infatti mettendo — =■ r, sarà a=br , ed in virtù del 
b 

teorema precedente si ha 

log. r — log a— log. b. 

§ 185. — Teorema 3.° Per ottenere il logaritmo di 
una potenza di un numero, basta moltiplicare il logarit- 
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mo di questo numero per V esponente della potenza. Per 
es. log. a m =m log a. 

Infatti a a '=axaxaxa .... 

ed in forza del teorema l.° si ha 
log a m =Iog a-f- log a-flog a-|-log a ... . 

=m log a. 

§ 186. — Teorema 4.° Per ottenere il logaritmo di una 
radice conviene dividere il logaritmo del numero dato per 
V indice della radice. 

ni 

Per es. log J a JL log a 

y m 

Infatti supponendo 


sarà 

rVD ~a , e quindi in virtù del teorema 3.° si 

ottiene m log r=Iog a, e perciò log r— — - loq a. 

m 

§ 187. — Dagli anzidetti teoremi risulta: 

1. “ Se in una progressione geometrica si prendono 
quattro termini formanti una proporzione la somma dei 
logaritmi dei due termini estremi adequa la somma dei 
logaritmi dei due termini medi. 

2. ° Se si ha una proporzione geometrica continua di 3 

termini la. somma dei logaritmi estremi è uguale al don- 
pio logaritmo del termine medio. * 

§ 1 88. — - I quattro teoremi di sopra esposti permettono 
di trovare l'espressione di un monomio qualunque, di cui 
si conoscono i logaritmi dei numeri che ne fanno parte 

Per esempio sia 

6 

17*x^l2 7 
23 3 x/15< 
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. . . 4 . H^/42 7 

si avra log a = — log - 

23 5 x/45< 

= -i.j 5 log n+J-log 12— (3 log 23+-Ì- log 15) j 

S 189. — Diversi sistemi di logaritmi. — Potendosi 
scegliere ad arbitrio qualunque numero come base dei lo- 
garitmi , un matematico chiamato Nepero scelse il nume- 
ro 2, 118281828 . . . che trovasi in talune ricerche anali- 
tiche , e chiamando c questo numero lo stabilì come ba- 
se del sistema dei logaritmi. Dal che i logaritmi di que- 
sto sistema sono chiamati Neperiani ovvero iperbolici da 
una relazione che hanno con una curva detta iperbole. 
Però per maggior facilitazione nei calcoli aritmetici si sta- 
, bill per base IO ; ed un altro matematico Briggs ne co- 
struì le tavole, le quali portano il nome di logaritmi vol- 
gari o decimali. 

§ 190. — Costruzione dei logaritmi volgari — Poiché 
nel sistema Briygiano 0 è il logaritmo di 1 , ed 4 quello 
di 10 ; 2 sarà quello di 100 ; è chiaro che per i numeri 
minori di IO il logaritmo sarà una frazione decimale det- 
ta mantissa , e per i numeri maggiori di 10 sarà il lo- 
garitmo composto dalla parte intera detta caratteristica , 
e dalla mantissa. E poiché i numeri minori di 10 hanno 
per caratteristica la cifra 0 , e quelli maggiori di IO han- 
no per caratteristica le cifre 2, 3 , 4 ec. . . si potrà sta- 
bilire che caratteristica di un numero sarà formata da 
tante unità quante sono le cifre del numero dato meno 
una. Per ritrovare il logaritmo di un numero si situerà 
da una parte la progressione aritmetica, e da un’ altra la 
progressione geometrica stabilendo i due termini estremi; 
ma considerando che se il numero è di una sola cifra si 
stabiliranno 0 e 1 per termini nella progressione aritme* 
tica, ed 1 e 40 per la progressione geomelrica. Se il nu- 
mero è composto di due cifre saranno \ e 2 i termini del- 
la progressione aritmetica, e 40 e 400 quelli della geome- 
trica. Se il numero è di 3 cifre saranno 2, e 3 i termini 
della progressione aritmetica , e 400 e 1000 quelli della 
geometrica, così continuando collo stesso metodo. Situati 
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i due termini delle progressioni, ritrovasi tra i termini 
della progressione geometrica il medio proporzionale , e 
similmente tra quelli della progressione aritmetica ; se il 
medio geometrico risulta eguale al numero di cui si vuo- 
le indagare il logaritmo , il medio aritmetico trovato è il 
logaritmo richiesto; se poi non risulta eguale s’ inserisca- 
no due altri medii proporzionali , uno geometrico, un’ altro 
aritmetico fra i numeri nei quali può essere compreso il 
numero dato ; e cosi seguiterà fino a tanto che il medio 
nella progressione geometrica risulterà eguale al numero 
dato , ed allora il corrispondente medio aritmetico sarà il 
logaritmo richiesto. 

Le frazioni decimali che si ottengono per ritrovare i 
medii proporzionali possono portarsi ad un qualunque nu- 
mero di cifre ; e Callet le protrasse fino a 61 cifre deci- 
mali; però le tavole logaritmiche di Lalande a 1 cifre de- 
cimali sono di grande utilità nei’ calcoli aritmetici tanto 
maggiormente che nella edizione di Parigi hanno il van- 
taggio di essere tascabili. 

Vcggasi un esempio : avendo una mantissa di 3 sole 
cifre decimali. 

Sia da trovarsi il logaritmo del numero 4: 


Progressione Geometrica. Progressione Aritmetica. 


1, 000 

3, 162 medio proporzionale 
10. 100 

0, 000 

0, 500 medio arit. 

1, 000 

3, 162 • 

5, 623 med. prop. 
10, 000 

0, 500 

0, 750 medio arit. 

1, 000 

3, 1H2 

3, 216 medio prop. 
5, 623 

0, 500 

O, 625 med. arit. 
0, 750 

3, 162 

3, 651 med. prop. 

4, 216 

o, m 

0, 562 med. arit. 
0, 625 

3, 651 

3, 921 med. prop. 

4, 216 • 

0, 562 

0, 593 medio arit. 
0, 625 
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3, 921 

0, 593 

4, 053 med. prop. 

0, 609 medio arit. 

4, 216 

0, 625 

3, 921 

0, 593 

3, 988 med. prop. 

0, 601 medio arit. 

4, 053 

4, 609 

3, 988 

0, 601 

4, 01.9 med. prop. 

0, 605 medio arit. 

4, 053 

0, 609 

3, 988 

0, 601 

4, 003 med. prop. 

0, 603 medio arit. 

4, 019 

0, 603 

3, 988 

0, 601 

3, 995 med. prop. 

0, 602 medio arit. 

4, 003 

0, 603 

3, 995 

0. 602 

3, 999 med. prop. 

O, 602 medio arit. 

4, 003 

0, 603 

3, 999 

0, 60: 

4. 000 

0, 602 

% 4, 003 

0, 603 

Dunque il logaritmo di 4 è 0, 603 

— Con questo me- 

todo sono stale costruite le tavole da 1 fino a 100000. 


§ 19 1 . — Vantaggio di questo sistema di Logaritmi. — 
Il vantaggio che si può trarre da questo sistema di loga- 
ritmi, deriva dai due seguenti principii. 

Il primo è quello diggià detto, cioè che la caratteri- 
stica di un logaritmo conterrà tante unità , quante sono 
le cifre del numero dato meno una , e ciò rilevasi dalla 
formola del sistema di Briggs, cioè: 

4 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6... 

rf 1, 10, 100, 1000, 10000, 100000, 1000000 

La seconda proprietà che gode questo sistema è che 
moltiplicando o dividendo un numero per qualunque po- 
tenza di 10 la frazione del suo logaritmo, ossia la man- 
tissa, resta la stessa. E di fatti essendo 1, 2, 3 eco.... i 
logaritmi di 10 , 100 , 1000 ec.... si ottiene che nel sot- 
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trarre che questi logaritmi dal logaritmo del numero dato, 
si verrà a diminuire la sola caratteristica, ma mai la man- 
tissa; per esempio: il logarit. di 1652=3, 21801 

quello di 165, 2 sarà=log. 1652 — log. 10 cioè 1, si ha 

3,21801 

' da sottrarre 1,00000 

resta ‘2,21801 

ed il logaritmo di 16, 52=Log. 1652 — 100 cioè 2, si ha 

3, 21801 

- 2 , 

1, 21801 

LEZIONE XXXI.* r 

USO DELLE TAVOLE DEI LOGARITMI. 


§ 192. — Trovare il logaritmo di un numero dato. — 
Esaminando il caso di un numero intero dobbiamo consi- 
derare l.° Se' il numero dato è compreso fra quelli segna- 
ti nelle tavole , allora è facile rinvenire il suo logaritmo , 
trovando nella colonna a sinistra il numero dato , nella 
colonna a destra sarà il suo logaritmo. 

2.° Se poi il numero di cui si voglia trovare non sia 
compreso nelle tavole, ecco come deve farsi l’ operazione. 
Sia per esempio da trovare il logaritmo di 62789, è chia- 
ro che la caratteristica del logaritmo è 4 , essendo il nu- 
mero dato composto da cinque cifre. Trattasi ora di tro- 
vare la mantissa corrispondente. Separando una cifra a de- 
stra con una virgola 6278 , 9 si avrà sempre la stessa 
mantissa, perchè come si è detto, dividendo per 10 qua- 
lunque numero non si altera la mantissa del logaritmo — 
Ed essendo il numero 6278, 9 compreso tra 6278, e 6279, 
si cerchino nelle tavole questi numeri e si segnino le man- 
tisse dei loro logaritmi che sono 4278106 e 4279727; sa- 
rà la mantissa del logaritmo 6278,9 compresa fra queste 
due, ma differendo la prima mantissa di 1621 sulla secon- 
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da , chiaro si scorge che accrescendo di una unità il nu- 
mero dato, la mantissa del suo logaritmo viene aumenta- 
ta di 1621. Ora poiché il numero 6278, è stato accresciu- 
to di 0,9 nel numero 6278, 9 , di cui si cerca il logarit- 
mo , si potrà trovare con una proporzione F aumento che 
dovrà essere sulla mantissa del logaritmo di 6278,9 fa- 
cendo 

1 : 07 : : 1621 : m=1134,7 

Aggiungendo alla mantissa 4278106 del logaritmo di 
€278 la quarta proporzionale trovala 1135 ( aumentando 
di una unità l’ultima cifra perchè la cifra seguente eccede 

5 ) si avrà la mantissa richiesta 4279241 , a cui aggiun- 
gendo la caratteristica 4 che spetta al logaritmo del nu- 
mero dato si otterrà Log. 62789=4,4279241. 

E qui è bene sapere che la differenza della mantis- 
sa di un logaritmo su V altra immediata dicesi differen- 
za tavolare. E nell’ applicare la regola quivi esposta deb- 
besi tener conto di separare con una virgola a destra 
tante cifre da far rimanere un numero a sinistra di cui 
si possa trovare nelle tavole il suo logaritmo , e quindi 
stabilire la suddetta proporzione — Però questo modo non 
sempre risulta esatto quando i numeri fossero di molte 
cifre, poiché la proporzione stabilita rigorosamente non è 
sempre giusta , imperciocché per i numeri maggiori di 
mille le differenze tabulari incominciano a variare pochis- 
simo, e talvolta può avvenire di ritrovare un logaritmo il 
quale appartenga a più numeri diversi tra loro , però nei 
calcoli ordinarli aritmetici e per numeri non maggiori di 

6 cifre dalle tavole ordinarie di Lalande si può trarre suffi- 
ciente profitto. 

§ 193. — Trovare il logaritmo di una frazione , o di un 
intero unito a frazione. — Tanto nel caso della frazione 
ordinaria quanto della frazione decimale , si troverà il lo- 
garitmo sottraendo dal logaritmo del numeratore il logarit- 
mo del denominatore , e poiché questa sottrazione non 
può eseguirsi, essendo il logaritmo del numeratore minore 
del denominatore , così le frazioni hanno il logaritmo col 
segno— , cioè negativo. Esempio: 

Log. A =Log.6—Log.ll=— 0,2632415 
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e Log. 0,542=Log.542 — Log.l000= — 0,2660001. 

Alle volte conviene avere un logaritmo con la sola ca- 
ratteristica negativa; allora si aggiungeranno al logaritmo 
del denominatore tante unità , da poter sottrarre il loga- 
ritmo del numeratore. Per esempio: 

Log. — =Log. 3=0, 4771212 — Log.7=0, 8450980 

si sottrarrà da 1,4771212—0,8450980=0,6320232 

Sia poi da trovare il logaritmo di un intero unito a 
frazione; possonsi distinguere due casi ; se l’ intero è u- 
nito ad una frazione ordinaria , allora si componga in un 
fratto solo , e si trovi il logaritmo della frazione spuria 
che risulta , come si è detto di sopra , cioè sottraendo il 
logaritmo del denominatore da quello del numeratore. Se 
poi è da trovarsi il logaritmo di un intero ed un decima- 
le. si trovi il logaritmo dell’ intero numero facendo astra- 
zione della virgola, e quindi si cambii la caratteristica del 
logaritmo trovato nella caratteristica propria a quel nume- 
ro dato — Esempio: 

Log.5+ =Log. -A-=Log.23— Log'.4=0,759G678; 

4 

e volendo il Log. 36,27 , si troverà il logaritmo di 3627 = 

3.5595476, c cambiando la caratteristica 3 in quella di 1, 
propria al numero intero dato 36 , si avrà per logaritmo 

1.5595476. 

§ 194. — Dato il logaritmo , trovare il numero corri- 
spondente. — 1.° Vogliasi trovare il numero corrisponden- 
te ad un logaritmo positivo, cioè non affetto dal segno — 
e sia per esempio 4,4279241. Trovando 4 per caratteristi- 
ca si dovrà conchiudere che il numero corrispondente do- 
vrà avere cinque cifre; senza curare della caratteristica bi- 
sogna percorrere le mantisse dei logaritmi superiori a AOOO, 
poiché tra esse evvi una differenza molto piccola ; e non 
trovando le mantisse date , ma le mantisse 4278106 e 
4279727 le quali corrispondono ai numeri 2678 e 2679 , 
si conchiuderà che il numero richiesto, supponendo avere 
3 per caratteristica, si trova fra questi due numeri, e cor- 
risponde a 2678 più una frazione decimale. E poiché la 
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differenza tavolare è 1621 e quella del logaritmo dato al 
prossimo minore è 1135 si potrà stabilire la proporzione 

4621 : 1135 :: 4 : x 
1135 

donde risulterà jCt=^^-=Q, 7... ( > 

Aggiungendo la cifra 7 al numero 2678 già trovato 
nelle .tavole, si ha 2678,7 e togliendo la virgola, dovendo 
essere il logaritmo richiesto di cinque cifre, si ottiene fi- 
ngente 26787 che corrisponde al logaritmo dato. 

Dove poi si cercasse il numero corrispondente ad un 
logaritmo che avesse per caratteristica un numero minore 
di 4 , si eseguirà la stessa regola , trovando la mantissa 
nei logaritmi con la caratteristica 5 ; però separando con 
una virgola tante cifre dal numero corrispondente al lo- 
garitmo nella ipotesi della caratteristica 3, per quante ci- 
fre devono corrispondere alla caratteristica che si trova nel 
log. dato. Per esempio : 0,6324573 corrisponde al nu- 
mero <4,29 perchè il numero che corrisponde, • alla man- 
tissa del logaritmo dato è 429, dal quale bisogna separa- 
re due cifre, avendo il logaritmo dato 0 per caratteristica, 
risulta che il numero 4,29 costa di una sola cifra intera. 

Notisi però, che 1’ uso della proporzione non è rigo- 
rosamente esalto, perchè le cifre della mantissa non sono 
sempre esatte, per la ragione della di sopra. 

2.° Supponiamo ora di voler trovare il numero corri- 
spondente ad un logaritmo negativo, per es., — 1,3736596 
bisognerà ridurlo in positivo, sottraendolo dall’intero pros- 
simo maggiore 2, e si otterrà per residuo 0,62634 >4. Si 
troverà nelle tavole il numero corrispondente 4,23, il qua- 
le è cento volle più grande del vero, essendosi aggiunto 
2 che è il logar. di 100 ; bisognerà dividerlo' per 100, e 
verrà ridotto a 0,0423. 

Se poi il logaritmo avesse la sola caratteristica nega- 
tiva per es. : 4,5303278 bisognerà aggiungere 4 come 
caratteristica, e s’ ottiene per log. 0,5303278 il quale cor- 
risponde nelle tavole a 3391 : c considerando che questo 
numero dovrà essere IDOOO volte più piccolo, per essersi 
aggiunto 4 che è il log. di 100 ), risulterà pel numero ri- 
chiesto 0,3391. 
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§ 195. — Complemento aritmetico . — Chiamasi comple- 
mento aritmetico di un logaritmo il risultalo ottenuto to- 
gliendo questo logaritmo da 10 — Cosi per es. 

(a) C log. 17=10— log.l1=10-l, 2304489 
=8,1695511 

§ 196. — Regola. — Per trovare il complemento arit- 
metico di un logaritmo , basta sottrarre tulle le sue cifre 
da 9 ad eccezione dell’ ultima cifra significativa a destra 
che si toglie da 10. 

Questa regola suppone che il logaritmo dato sia infe- 
riore a 10; poiché se avesse per caratteristica un numero 
maggiore di IO il suo complemento sarebbe negativo. 

§ 191. — Il complemento aritmetico permette di sosti- 
tuire 1* addizione alla sottrazione. — In effetti 

log. a — log. £=log. a-{-10— log. b — 10 
=Iog. a-)-C log. b — 10 

Conchiudesi da ciò che ogni qualvolta bisogna toglie- 
re un logaritmo si può aggiungere il suo complemento 
aritmetico a condizione di togliere 10 dal risultato. 

§ 198. — Applicazioni. 1.* — Vogliasi effettuare il se- 
guente calcolo. 

log. 543,3426 con — log. 4,25 

e di poi 

log. 45,63561 con ~ log. 3,9 

5 

Chiamando oc il log. cercato, 1’ operazione sarà 

log..r=log.543,3426+ log. ~ 4,25-j-C log.45, 63567 

-f C — log. 3,9—20 
5 

log. 543,3426=2,1350138 
y log. 4,25 =0,2693095 

(a) La C significa complemento. 
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C log. 45,63567=8,3466955 

* C -L log. 3,9 =9,7655742 

0 

21,1106530 
log. #—1,1106530 

Questo risultalo è identico a quello che avremmo tro- 
vato coi metodi esposti precedentemente , però lo ab- 
biamo ottenuto con una sola operazione invece di tre. 

2.° Supponiamo che si abbia' 

log. x = 2,5362435 — 3,2174125 
questa eguaglianza può trasformarsi come segue: 
log. x = 2,5362435 — 3 — 0,2174125 

= 2.5362435 — 4 + (1—0,2174125) 

Ora, 1 — 0,2174125 ò il complemento per rapporto 
ad 1 della parte decimale del logaritmo a sottrarre ed è 
eguale a 0,7825865; si ha perciò 

log. x = 2,5362435 — 4 + 0,7825865 
= 2,5362*35 + 4,7825865 

Dunque, in luogo di togliere un logaritmo , si può 
aggiungere un altro avendo per mantissa il complemento 
per rapporto ad I della parte decimale del primo , e pei* 
caratteristica la caratteristica di questo logaritmo aumen- 
tato di 1, e col segno cambiato. 

LEZIONE XXXI 1.* 

APPLICAZIONE DELLE TEORICHE PRECEDENTI. 

§ 199. — Avendo esposto che jl logaritmo della potenza 
di un numero è uguale al logaritmo della radice moltipli- 
cato per F esponente della potenza, riuscirà agevole ritro- 
vare la potenza di un numero mediante il suo logaritmo. 
Ed infatti, se si volesse il cubo di 35 si farà log. 35 = 
1,5440680 moltiplicato per 3 esponente della 3.* potenza, 
si otterrà 4,6322040 logaritmo che corrisponde al numero 
42875 cubo di 35. 
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§2(0. — Con una regola inversa della precedente, po- 
tremo ritrovare facilmente la radice di qualunque grado , 
eseguendo la divisione del logaritmo della potenza per l’e- 
sponente della radice , si otterrà il logaritmo del numero 

corrispondente alla radice. Per es. ^20736, si farà logarit. 
20736 = 4,3467251 che diviso per 4 dà 1,0791812 loga- 
ritmo che corrisponde al numero 12 radice quarta del nu- 
mero dato. 

§ 201. — Possiamo per mezzo dei logaritmi ritrovare il 
risultalo di una equazione, quantunque complicata. 

Esempio 1.° 

543,3426 x ^ 4,25 3 ' 

x= : 3 

45,63567x / 3,9* 

si ha 

log. aMog. 543,3426-f A log. 4,25 

« 

log. 45,63657-1- ~ log. 3,9 
/ 5 


Calcolo principale 


log. 543,3426=2,7350738 
— log'. 4,25=0,2693095 

3,0043833 
log. 45,63567=1,6593045 
A log. 3,9 =0,2344258 

1,8937303 
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3,0043833 

1,8937303 

log. os = 1,1106530 

ac =12,90188 

Esempio È.' 


vA),435 ; 

x — — 

/0,34*x5,248 j x0,005 

log.oc= — log.0,435 — — log.o,34-31og.5,248-log.O,005 

3 1 

Calcolo principale 
i-log. 0,435=1,3991442 

ó 

!.log. 0,34 =1,8481489 

— 3 log. 5,248=3,8400186 

— log. 0,005 =2,3010300 

log. ^ =1,3883417 

a, =0,2445354 

§ 202. — Possiamo ancora ritrovare 1* ultimo termine di 
una qualunque progressione geometrica, conoscendo il pri- 
mo termine, 1’ esponente ed il numero dei termini. Ed in 
effetti, se si volesse il 30° termine della progressione, a- 
vendo 1 per primo termine, 2 per esponente, si avrà 1.2* s ; 
prendendo il logaritmo di 2 e moltiplicando per 29 si ot- 
tiene il logaritmo corrispondente al 30.° termine richiesto. 

Esercizii. — Con 1’ aiuto dei logaritmi trovate il 24.° 
termine di una progressione geometrica, di cui il 1° ter- 
mine è 4 T esponente 3. 
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Trovate il valore numerico delle seguenti espressioni. 


X- 


_13 8 V1231 

123 


4 

V 


421 * 

100 - ^ 1200 


ed a — — — — 

/31418x78«. 

§ 203. — Interesse composto. — Passiamo ora a risol- 
vere i! seguente problema. — Dato il capitale di L. 8300 
impiegato al 6 per 100 , si domanda quale somma addi- 
verrà questo capitale dopo 6 anni , aggiungendo sempre 
l’ interesse al capitale. 

Analizziamo dapprima il problema, e per evitar la ri- 
petizione dei medesimi numeri chiamiamo per brevità il 
capitale date=c, la ragione dell’interesse 5 per 100, va- 
leva dire 0,05 per ogni 1 lira, chiamiamola r; la somma 
che diventerà il capitale c dopo i sei anni=C , ed il nu- 
mero 6 degli anni=n. Si troverà che il capitale C dopo 
il l.° anno sarà divenuto 

c-}-r.c; ovvero c.(l-{-)’). 

Al termine del secondo anno , siccome la rendita va 
in aumento del capitale, sarà 

c(l-j-r).(l-f-r) ovvero c(l-f-r) 2 , 
alla fine del 3.° anno sarà 

c(l-f-r)*.(l+r), ossia c(l-f-r) 5 , 
e cosi al termine del 4.° anno sarà 

c(l-j-r) 4 , al 5.° anno sarà c(l-f-r) ; , 
e finalmente dopo il 6.° anno sarà c(l-)-T’) 6 - 

Adunque, in generale, un capitale c dopo n anni ad- 
diverrà 

c(l-fr)"=C. 

Applicando questa equazione al caso esposto, si avrà 
8500.(1 ,05) 6 =C. E per risolvere in effetto numericamente 
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questa equazione , converrà prendere il log. di 8500 = 
3,9294289 , indi logarit. di 1,05=0,02118930 che molti- 
plicato per 6, esponente della potenza, si ottiene 0,12713580 
a cui aggiunto il logaritmo di 8600 di già trovalo, risul- 
terà 4,05655470 , logaritmo che corrisponde circa al nu- 
mero 11391, somma che eguaglierà il capitale dato per 6 
anni ad interesse composto. 

Se l’ interesse si fosse stabilito da semestre in seme- 
stre si avrebbe la seguente equazione 

C=c ( ! +-!)’"• 

E se fosse stato un interesse di mese in mese, si sareb- 
be adoperata 1’ equazione 



La soluzione numerica di queste equazioni è del tutto si- 
mile a quella di già esposta chi logaritmi. 

§ 204. — Supponiamo ora che sia data la ragione r del- 
l’ interesse, il numero n degli anni che debbono passare , 
il capitale aumentato C , e si volesse trovare il capitale 
primitivo rimasto impiegato ad interesse composto , chia- 
mando x questo capitale, si avrà 1’ equazione 
x(l-f-r) n =C; e trasportando il termine (1-f-r) 11 nel secon- 
do membro si otterrà 

vale a dire, bisogna dividere il capitale C per 1 più l’in- 
teresse elevato alla potenza indicata al numero n degli an- 
ni. E venendo ad un caso particolare; supponiamo che un 
padre di famiglia per dotare sua figlia volesse sapere qua- 
le capitale dovrebbe impiegare ad interesse composto in 
una cassa di risparmio dà il 4 per 100, perchè dopo lo 
anni trovi Lire 24000; si farà 24000=C, 0,04— r, 10 an- 
nitrì, ed in virtù della equazione ora esposta si avrà 

24000 
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prendendo i logaritmi si avrà 

log. ®=log. 24000 — 10. log. 1,04 
ed in effetti, 

log. 24000=4,3802112 
lOxlog. 1,04 =0.1703334 

Residuo log. cc=4, 2098778 

che corrisponde al numero 16212 circa che dinota il ca- 
pitale da doversi impiegare. 

§ 205. — Dall’ equazione c(l-J-r) n =C si può determina- 
re il valore di cioè la ragione dell’ impiego , per fare 
che un capitale c diventi G dopo un numero n di anni ; 
ed in effetti, chiamando r=x si avrà c(l-f-ac) n =C; e sup- 
ponendo c=2000, C=30f>O, n=i anni, sarà2000 (l4-as) 4 = 
3001, e dividendo amendue i membri di questa equazione 
per 2000, 

si avrà (l-f-x) 4 =-^-— -^-=1,5; ed estraendo la 
radice da amendue questi membri risulterà 

1— j— o 

e prendendo i logaritmi si otterrà logarit. 1,5=0,17609126 
che diviso per 4 dà 0,04402281 per logar. di x, che cor- 
risponde nelle tavole ad 1,106 circa; da cui tolto 1 resta 
0,106 per ragione dello interesse richiesto , vale a dire 
poco più del 10 per cento. 

§ 206. — Finalmente si pptrà anche dalla formola anzi- 
detta determinare il numero degli anni che è rimasto i im- 
piegato un capitale c ad interesse composto r , per diven- 
tare C; chiamando x il numero incognito degli anni, 8400 
il capitale primitivo c, 12000 il capitale aumentato 0, f=5 
per °[ 0 quindi 0,05 per 1, si otterrà 1’ equazione 
12000=8400.1,08* 

e semplificando 

120=84.1,05* 

prèndendo i logaritmi risulterà log. 120=log. 84-j-as. log. 
1,05 vale a dire log. 120 — log. 84=cc. log.1,05 e , per- 
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ciò dividendo amenduè i membri per log. 1,0$ si ha 

log. 120 — log.8ì 
X== log. 1,05 

ed in effetti, 

log. 120=2,01918125 meno log. 84=1,92421929 resterà 
0,15490196 che diviso pel log. di 1,05=0,02118390 si 
ha per risultato anni 1 e mesi 3 circa. 

Problemi. — Impiegando il capitale di L. 19400 ad 
interesse composto per 8 anni alla ragione del 4,5 per °[ 0 
quanto addiverrà il detto capitale ? 

Si domanda quale dovrà essere il capitale che dovreb- 
besi impiegare ad interesse composto alla ragione del 5 
per °jo, perché in 10 anni diventi 19400 ? 

Per fare che il capitale di L. 4000 dopo 1 anni di- 
venisse L. 4500 quale dovrebbe essere ia ragione dell’im- 
piego ad interesse composto ? 

Si domanda dopo quanti anni il capitale di Lire 9000 
impiegato al 6 per °i 0 , interesse composto addiverrà Lire 
i 2000 ? 


LEZIONE XXXUI.* 

% 

CONTINUAZIONE 

§ 201; — Avendo conosciuto che la popolazione di una 

1 

città aumenta ogni anno , si domanda dopo 10 anni 

quanti abitanti conterà, mentre si sa che nel primo anno 
ne conta 30000 ? — Per la ragione esposta di sopra chia- 
miamo 30000=*p, dopo il primo anno la popolazione sarà 

p+Ap, cioè p!i 

ed al termine del secondo anno addiverrà 

e così al terzo anno sarà p 




Digitized by Google 


172 

e seguendo nello stesso modo alla fine dei IO anni 

( 21V° 

— \ . Sostituendo il numero dato in cambio del- 

( 21 V° 

2^-1 , e prendendo i logaritmi 

si ottiene 

, . log. 30000=4,47712125 

lOxlog.— _0, 21189290 

20 — 

somma 4,68901415 

logaritmo che corrisponde a 48861 numero approssimativo 
degli abitanti della popolazione. 

Da questa regola si potrà dedurre la seguente forino- 
la, chiamando P la popolazione aumentata dopo il' dato nu- 
mero degli abitanti ed r Y aumento annuale si avrà 
P=p(l-j-r) n . 

§ 208. — Ritrovare 1’ aumento annuo di una popolazione 
che in 10 anni si è raddoppiata. 

Chiamando il numero degli anni=n , e p gli abitanti 
della popolazione , è chiaro che secondo lo enunciato del 
problema dopo 10 anni si avrà 

p(l-j-r) n =2p ossia (l-f-r) n =2 

avendo diviso amendue i membri perp,e quindi (l-f-r) i0 =2. 
Estraendo la radice 10 da amendue questi termini si 

avrà 

. io io 

^2=1 -f-r e perciò r=/2 — 1, 

prendendo il logaritmo di 2=0,30105000 e dividendolo per 
10, si ottiene il logaritmo 0,030103000 che corrisponde al 
numero 1,072 circa ; questo numero diminuito di 1 darà 
o,072 per aumento annuo della popolazione. 

§ 209. — Un operaio depoue lire 8 al mese su di una 
cassa di risparmio che dà Pinteresse del 4 per "j,, annuo; 
si domanda dopo 12 anni quanto troverà nella delta cassa 
aggiunti anche gl’ interessi corrispondenti. 

Analizziamo il problema e chiamiamo s la sonima che 
si deposita mensilmente, r la ragione dell’ interesse, ed 


il numero dei mesi in cui resta depositato il danaro ; è 
chiaro che la somma s depositata il primo mese dopo n 
mesi addiverrà s(l-f-r)” la seconda somma s dopo n mesi 
sarà $(1 — r)® -1 perchè il tempo in cui è rimasto deposi- 
tato il danaro è un mese di meno; e così la somma s che 
si depone al termine del terzo mese risulterà 
dopo n mesi s(l-J-r n ~ s ; similmente la quarta somma ad- 
diverrà s(l-J-r) n-3 , in questo modo sarà stabilita una pro- 
gressione geometrica di cui s(l-f-r) è il primo termine , 
T esponente (l~f-r), il numero dei termini n ; e perchè 
trattasi di trovare la somma di tutti questi termini l'equa- 


* 

quazione S =a. * 

q - 1 

in questo caso facendo 


dichiarata innanzi può applicarsi 


a+o"- 


S=S ('+r).^, 

e togliendo 1 da (1-f-r) resterà r e quindi 
S=s(l+r). 2+rfci , 


Sostituendo i numeri dati invece delle lettere, ed os- 

r /, 4 

» a. : j > * * 


|f I 

servando che il 4 per °i 0 1’ anno dà — ovvero 

.12 


-al me- 


se, r interesse corrispondente ad una lira, sarà — — - ed il 

OUvr 

tempo di 12 anni può esprimersi in 144t mesi (perchè 
12x12=144) e si avrà v 


-■■( ,+ j .) 


( ’+ m)' 


e poiché 14- — =— , 1’ equazione suddetta può tradur- 
r 1 300 300 


Digitized by Google 



I 


174 

si in quest’ altra 

/3oiy“ 

„ n 301 V>oo/— 1 

i 

Suo 


e semplificando si ottiene 


S=8.301. 


/301 V« 

\òoo/ 


prendendo, il log. di =0,001 44ì»3, si moltiplica per 

154 e si ottiene 0,208 1252, corrispondente al numero 1,614 
che diminuito di 1 sarà 0,614 , il quale moltiplicato (per 
8x301) cioè 2408 risulterà 1478,51 che rappresenta la 
somma che 1’ operaio troverà nella cassa di risparmio. Del- 
la quale somma 1152 è il capitale depositato mensilmen- 
te, e 326, 51 rappresentano il beneficio dei risparmio. 

§ 210. — Annualità. — Si domanda quale somma si do- 
vrà ritirare ogni anno del capitale di L. 9000 impiegalo 
ad interesse semplice del 5 per *[„ perchè sia esaurito in- 
teramente una cogl’ interessi cqrrispondenli nel tempo di 
6 anni ? 

Chiameremo x la parte che si dovrà togliere annual- 
mente, C il capitale delle Lire 9000 , r V interesse del 5 
per °[ 0 , et il numero 6 degli anni. 

Analizzando il problema si troverà che al termine del 
primo anno il capitale sarà C(l-f-r), dal quale tolto x re- 
sterà pel secondo anno C(l-f-r) — x , e questo al termine 
del secondo anno addiverrà C(1 -}- r ) — 3C (l+ r ) dal quale 
meno x resterà pel terzo anno (C(l-f-r) 1 — a3(l-|-r) ) — x : 
ed al termine questo sarà (C(14-r) 2 — a 5 (l-f-f) ) — ec(l -f-r) 
ovverò C(l-f-r) 3 — x(l-f-f') 2 — oc(l-j-r). E cosi seguitando l’o- 
perazione nello stesso modo togliendo sempre x si verrà 
a stabilire una progressione per quoziente decrescente a- 
vente tutti i termini col segno — ; ed il primo termine è 
=C(l-j-?’) r ' i cioè C(l+r) s 1’ ultimo termine =x , Ì‘ espo- 
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nenie è — , e la somma di lutti questi termini è 
1-fr 

j - «!+*•>->) ! 

e perciò per capitale residuale al principio del settimo an- 
no, cioè f-f-1 , avremo 

C(l+T)'-4(l+r)r-l), 
r > 

e dovendo questo capitale per condizione del problema es- 
sere zero poiché devesi esaurire tutto il capitale dato, do- 
vrà essere 


C(l+r)‘=il (i+f-l), 
r 

dividendo amendue questi termini per (1+r)' — 1 risulterà 
C(l-fr) 

' (l-fr) f — 1 r 

e moltiplicando questi due termini per r si ottiene final- 
mente 


OC— 


Cr(l-f-r)' 


(l+r)‘ — 1 

e ponendo i numeri in sostituzione delle lettere , si avrà 


as= 


9000.0, 05.(1, OS) 6 
* (l,05) fi 1 


la risoluzione di questa formola determina il valore di x 
cioè della somma che dovrà annualmente ritirarsi perchè 
il capitale dato sia esaurito una con gl’interessi corrispon- 
denti. 

§ 211. — Dalla formola precedentemente stabilita, si può 
risolvere quest’ altro problema , trasportando convenevol- 
mente i termini da un membro dell’ equazione all’ altro ; 
di fatti chiamando A la somma da pagarsi annualmente per 
giungere allo escomputo del capitale C con gl’ interessi 
corrispondenti si può avere il valore di t, cioè del tempo 
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che deve passare perchè il capitale C diventi nullo , con 
la seguente equazione 


sostituendo i logaritmi di queste grandezze si avrà . 
fcxlog.(l-fr)=log,a— log. (a— cr) 

e dividendo amendue questi membri per log. (1— f-r) si ot- 
tiene 

t log.» — log.(a— cr) 

log.(l-f-r) 

Supponendo a — 500 , C = 6000 , r = 0,05 si avrà 
Cx r=6000x0, 05=300, a — cr=500— 300=200, e prenden- 
done i logaritmi si avrà ' 

log. 500=2, 69897 00 
meno log. 200=2, 5010Ì00 
resta * 0,5979 iOO 

che diviso pel log. 1,05 cioè, 0,0211893 si avrà per quo- 
ziente 18 anni ed 8 mesi circa, che corrisponde al nume- 
ro di anni richiesto. 

Però in questo problema devesi considerare che se la 
somma A che si paga annualmente pareggia il solo capi- 
tale non si estinguerà mai ; è perciò che la somma biso- 
gna che superasse 1* interesse del primo anno sul capita- 
le C. In effetti, se sul capitale di L. 1000 si pagassero so- 
le L. 50 annue , mentre 50 lire rispondono all’ interesse 
del capitale di 1000 impiegato al 5 per °[ 0 , è chiaro che 
le lire 1000 non si pagheranno mai , e quindi il capitale 
non si annullerà. 

§ 212. — Da quest’ ultimo problema si potrà dedurre 
una forinola che determini il valore di C, cioè del capita- 
le che deve cedersi perchè in un tempo detenninato t sia 
interamente esaurito insieme con gl’ interessi corrispon- 
denti secondo una data ragione r , ed in effetti , traspor- 


m 

tóndo convenevolmente i termini da uno all’ altro membro 
della cennata equazione si ha 


ovvero 


q(i-j-r )' — a 
r(l-fr)' 


r _ a.(l-fr) f — 1 
' r(l-f-r)' 

E ponendo u— — IOOO, anni, r^rO,o<’>, si avrà 

r _ tOOO.fl,OS,)**— 1 
0,05(,l03j>* 

Risoluta questa formola con l’aiuto dei logaritmi sarà 
determinato il valore del capitale richiesto 9 

La maniera d’ impiegare un capitale in' modo che die- 
tro cessione di questo vien fatto un assegnamento annua- 
le pel sostentamento del capitalista , chiamasi vitalizio - 
però in questa specie d’ impiego deve tenersi cScolo del 
numero probabile di anni di vita del capitalista , fecondo 

mod^ 1 Pr ° b,emi Ven 9ono risoluti nel 

, Problemi 


zione 


1. Si cerca conoscere dopo quanti anni una popola- 
; di una citta di 00000 abitanti, diverrà tripla SuK- 


landò ogni anno di -L. 

31 

2. Quale aumento annuo avrà dovuto avo™ 
lozione di una città che in 25 anni si è triplicata ? P P ° 
à. Una persona depone ogni mese lire 51 in una ens 
sa di risparmio che dà 1’ interesse del 4 per V - si do 
manda dopo 8 anni quale somma ritroverà con' rispetti" 
interessi ! quali son produttivi di altro interesse. 

. 4. Si domanda quale capitale dovrà impieoare a vin 
P" 8 »"* li 16 anni, alla ragione dT« per -t 
Pf godersi 1 annualilà di Lire 1200, posla la oro- 
Labilità di vivere altri 6 anni ? ,a pro 

12 
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.9 

5. Si cerca conoscere quale annualità corrisponde al 
capitale di lire 4140 , che con un uomo di 70 anni dà a 
vitalizio alla ragione del 6 per °f 0 1* anno , con la proba- 
bilità di vivere altri anni 12 ? 

6. Si vuol sapere quanti anni debbono passare perchè 
il capitale di Lire 12000 si esaurisce insieme con gl’ in- 
teressi corrispondenti al 5 per °[ 0 , pagandosi ogni anno la 
somma di Lire 840. 
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APPENDICE 


LEZIONE XXXIV.* 


DELLE FRAZIONI CONTINUE 


§ 213. — Sia il fralto vero ~ , ed in esso dividasi pel 

n 1 

numeratore in ciascun de* suoi termini, si avrà 

m 1 

n ~n 

m 

71 “ 1 

0?e ~ essent *° un f ral ^o spurio, sia perciò uguale a g~j r - 


e però sarà 


m 1 

n q r 
m 


sarà 


Similmente dividendo perla r ciascuno determini del fratto-!! 

m 

t _ 1 1 .. 

~ ■ ~ g v_p '— - > supponendo che la m divisa per 

r ~r~ 

la r dia per quoziente q', e per residuo r'; ond’ è che si 
avrà 

m__ 1 

n q-j-i 


q'+S 

r 
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T 

E continuando la stessa operazione sul fratto — - , chia- 

» f 

mando q" il nuovo quoziente, ed r'' il nuovo residuo , si 
avrebbe 

m 1 

n q -f- 1 

T+ T 

q" +jl 

r 1 

E così in seguito. ' ...... 

§ 2H. — Or ogni specie di espressione frazionaria di 

questa forma, o anche più generale, come 
a 

T+ b 

q" + d 

q"'+e 

q"" + . I 

nella quale il denominatore della prima quantità intera è 
un binomio di una parte intera c di un’ altra frazionaria , 
e il denominatore di questa anch’ esso costa di una parte 
intera e di un’ altra frazionaria, e così in seguito, si dice 

Frazione continua. « . 

§ 215. — Questa successione di frazioni può essere uni- 
ta o estendersi all’infinito; ed i segni di unione della par- 
te intera di ciascun denominatore colla parte frazionana 
seguente possono essere tanto positivi che negativi. Noi 
considereremo le frazioni continue solamente nel caso che 
6, c, d , ecc., delle frazioni successive sono tutte eguali 
ali’ unità, ed i segni tutti positivi, come per es. 

a-fj 

c -f- 1 . „ 

d ec... 


i t 
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I numeri a, b, c, d ec. Soglionsi chiamare quozien ,- 

111 

li incompleti , e le frazioni successive — , — , — ecc... 

bea 

frazioni parziali o integranti . 

E dicesi quoziente completo qualunque quoziente in- 
completo accresciuto di tutta la quantità accennata dal se- 
gno -f- che lo segue. • 

Se la frazione continua è finita , 1’ ultimo quoziente 
completo è necessariamente maggiore di una unità. Infat- 
ti sia d 1’ ultimo quoziente della frazione 
a -f 1 

b + 1 

d 

se cfc=l, il penultimo quoziente completo c-f-— sarebbe 

d 

c- j— 1 , e la frazione continua avrebbe dovuto lerminare con 
questo quoziente , perciò ogni quoziente completo è sem- 
pre maggiore di imo. 

§ 216. — Le frazioni continue diconsi ridotte allorché 
esprimono una serie di valori approssimati ad una quan. 
lità N. 

Queste ridotte che si ottengono riducendo un numero 
qualunque in frazione continua godono di varie proprietà 
che andremo sviluppando. 

§ 217. — Teorema l.° — Il numero N ò sempre com- 
preso tra due ridotte consecutive, cioè, le ridotte sono al- 
ternative maggiori e minori di N. 

Sia le equazioni , 

(1) N=a -f_l_ (2) N=a + 1 

y - b -f- 1 

T" 
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(3) N=a + 1 


b + l 


(4) N=a -fi 


c-fl_ 

u 


6-f 1 


c+1 


d-fl_ 

v 


1 

Po ichè 6 è la sola parte intera di y, — è minore di 

y 

1 1 

— > e compreso tra 0 e — . Se dunque si soslituiscon o 

b b 

1 1 

successivamente nella (1) a — 0,ed — , gli errori com- 

y b 

messi saranno in senso inverso , ed i resultali avvenuti a 

1 

ed a -f — comprenderanno N tra loro. — Poiché c è la 

1 1 

sola parte intera di z, — . è minore di — e compreso tra 0 

z c 

1 

e — . Dunque , se nella equazione (2) si sostituiscono 
c 

1 1 

successivamente 0 ed —ad— , gli errori commessi saran- 

c 2 

1 

no in senso opposto ed i valori ottenuti o -f — ed 


«-fi 


Hhl 

c 


comprenderanno N tra loro. 


E perchè d è la sola parte intera di u, — è com- 

' u 


preso tra 0 ed — . Adunque sostituendo successivamen- 
d 

* 11 

te nella (3) 0 ed ——ad — , gli errori commessi saranno 
v d u 
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, in senso opposto, cd i risultati a -f- 1 

0 +_1 

c 


ed 


a-f 1 


b 4- 1 


e -f _1. 

d 


comprenderanno N tra loro. 


Del medesimo modo si può dimostrare che N è com- 
presa tra due ridotte consecutive qualunque. 

§ 218. — Nel teorema precedente conviene osservare : 
che ogni ridotta è compresa tre le due che la precedo- 
no. — Infatti. 


a -f 1 

b -f 1 

c -}- ... — (- 1 

P+ 1' 
q -f 1 
r 

è una frazione continua , il di cui valore è compreso tra 
le due ridotte che si ottengono arrestandosi ai denomina- 
lori p e q. 

§ 219. — Teorema 2.° — Ogni numero commensurabile 
dà origine ad una frazione continua limitata , e viceversa 
ogni frazione continua limitata rappresenta un numero com- 
mensurabile. 

X 

Indichiamo con — un numero commensurabile. Per 
ridurre — — in frazione continua conviene estrarne la parte 


intera, e sia a questa parte, ed r il resto della divisione» 
sarà 


A _ | r 

T-^-b 


= a-f 
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g 

e ponendo — = y, si troverà la parte intera di y divi- 
r 


dendo B per r. Sia b il quoziente ed r' il resto , sarà 



E così seguitando si osserverà che il calcolo il quale 
' dà i numeri interi a, b, c ... è appunto quello che deve 
farsi per trovare il massimo comun divisore tra A e B ; 
e siccome questo calcolo avrà termine, la frazione continua 
sarà limitata. 

Dico inoltre che ogni frazione continua limitala rap- 
presenta un numero commensurabile. Infatti sia. 


N = a -f- ì 

b -f 1 

c — |— ... — j— t 

p + * 

q +_1_ 

r • 


in cui a, b, c . . . p, q, r sono numeri interi. 

Poiché le operazioni del' secondo membro possono ef- 
fettuarsi con addizioni e divisioni di frazioni daranno per 
risultalo una frazione con termini interi, c perciò N è com- 
mensurabile. 

§ 220. — Dall’ esposto teorema si rileva che volendo 
svolgere in frazione continua una frazione ordinaria biso- 
gna eseguire la medesima operazione della ricerca del mas- 
simo comun divisore. In fatti volendo svolgere in frazione 


continua la 


frazione 


li 

14 


bisogna dividere 


14 per il, e sarà 
11 per 3, che darà 
3 per 2, che dà 
2 per 1, d’onde si ha 


q = 1, r 
q' = 3, r' 
q" — 1, r" 

q'" = 2, r'" 
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e la frazione, continua richiesta risulterà 

1 

1 -hi 

.3 4- 1 

1 +_1_ 

2 

Da questo esempio e da altri simili si rileva che ogni 
frazione continua derivante da una frazione ordinaria deve 
essere terminata; e non così per quelle derivanti da quan- 
tità irrazionali, le quali procedono indefinitamente. 

§ 221 . — Avendo consideralo il problema di svolgere in 
frazione continua una frazione ordinaria passiamo a risol- 
vere il problema inverso , cioè quello di determinare la 
legge con la quale procedono le frazioni ridotte. 

Sia adunque 
x — a- f- 1 

o + i 

c -f- 1 

d 4" • • • 


ahc-\-a 4-c 
Lc -\- 1 


sara a=a 


„ i * a +* 

a + 


a -j- 1 


b -fl_ 
c 


Si otterrebbe similmente la 4. a ridotta cambiando nel- 

1 

la 3. a c ine -j e così per le altre. Ma già si vede che 

d 

la 3. 8 può formarsi moltiplicando i due termini della 2. 8 
pel quoziente c ed aggiungendo rispettivamente a questi 
prodotti i due termini della l.° ; trattasi adunque vedere 
se questa legge è generale, cioè esaminare se questa leg- 
ge essendo vera fino ad una data ridotta, sussista ancora 
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per la seguente. 

Siano adunque Ire ridolle consecutive , ~ 

chiamiamo m V ultimo quoziente impiegato per la forma- 
zione di , e supponiamo che si abbia p" — p' m 4* P » 

q'^zq'm + q. 

Chiamiamo — la frazione integrante che , nella fra- 
ri 

zione continua , viene dopo il quoziente m ; si avrà la ri- 

d" p" 

dotta che viene dopo , sostituendo ad m, m -f e 

p" , , 

nella espressione e siccome p , q, p, q non con- 
tengono affatto m , è chiaro che si avrò per la nuova ri* 
dotta 

P _ (P'm+P)n-B>' _ P"> + P' 

7/ 7 i \ . — (q'™ + q)n-\-q' ~~ q"» + q' 

«( m +m) + V 

Ora questa ridotta è formala con la stessa legge pre- 
cedente, dunque la legge è generale. 

Adunque, ogni ridotta a partire della terza si forma 
moltiplicando i due termini della ridotta precedente pel 
nuovo quoziente, ed aggiungendo rispettivamente a que- 
sti prodotti i due termini dell ’ anli precedente. 

Applichiamo questa regola ad un esempio e disponia- 
mo tulli i quozienti in linea orizzontale, situando al disot- 
to di loro le ridotte corrispondenti a misura che si forma- 
no. — Sia. 

jc = 3 + 1 

5 + 1 


2 

7 
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la disposizione sarà 

3 , 

3 

T ’ 


5 

16 


5 


, 2 

35 

’ 11 


7 

20 1 
82 


quoziente 

ridotte 


§ 222. — Proprietà’ delle ridotte. — l.° Le ridotte 
sono alternativamente minori e maggiori della frazione 
continua. 

In fatti la prima ridotta è uguale ad a, e siccome si 
disprezza la parte frazionaria aggiunta sarà minore di x. 


La 2. a ridotta è uguale ad a-f 



e siccome si dà all’ u- 


nilà un divisore b minore di quello che ha nella frazione 
continua, così questa seconda ridotta sarà maggiore di x. 
Lo stesso ragionamento può estendersi infinitamente. 
2. ° La differenza di due ridotte consecutive è una 
frazione che ha per numeratore l’ unità. 

Siano tre ridotte consecutive ; per 


quello che abbiamo dimostrato sarà 
- R gm-f P 

~W q'm -h P' 

ora si ha identicamente 


\ 


q p_ _ qp' — pq' 

q' p' q p 

R <7 _ qm-j-p q __qg'm + PQ'— qq'm — p'q 

R' q' q'm + p q' q'(q'w fp) 

_ pq’ — p'q 

qXq'm +p) 

cioè che le due differenze consecutive — ^ .-5— — 

g p' R 


hanno i numeratori eguali e di segno contrario; dun- 
que il numeratore della differenza di due ridotte consecu- 
tive ha lo stesso valore assoluto , qualunque sia l’ ordine 
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di queste ridotte. E considerando la prima e la seconda 

df) ,| 4 

ridotta a ed . X _, si vede che la loro differenza — ha 
6 b 

per numeratore 1’ unità ; dunque il valore costante dei 
numeratori delle differenze delle ridotte consecutive è l’u- 
nità. 

3. ° Le ridotte che si ottengono colla enunciata legge 
di formazione sono irreducibili. 

Infatti, se una ridotta — potesse semplificarsi vi sa- 

<1 

rebbe un fattore h comune a P ed a Q , e R dovrebbe 
anche dividere qp' — pq'; or ciò ò impossibile poiché 
qp' — pg'=H-l. 

4. ’ Ogni ridotta si approssima più al valore della 
frazione che laridotla precedente. ' 

0 R 

Siano , — due ridotte consecutive , ed oc il quo- 
ziente completo che viene dopo il quoziente incompleto , 
il valore della frazione continua è 

ora chiaramente si ha 

R'tf + g' 

R x -f- q q Rg'cc — R 'qx 

K' x + q' Y ~~ qWx+q') 

Ra-f-q R q R' — q' R 

R' (R'®+ q) 

R'q— Rq'=+1 v 

4 - x 

Kx+q 7 q' g'(R'aj-f- <?') 

R # + 9 _ R _ + * 

R'x + q' R' R' (R' x -f- q') 

dai quali risultati si osserva che i segni sono contrari, e 
che il primo è maggiore, poiché x^ì e q'^R'. 

5. ° Una ridotta qualunque si approssima al valore 


R" x-\-q' R' 

ma . 

Bq’— R'q=4l , 

adunque 

R x 4- q q 
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di una frazione continua più di ogni altra frazione che 
abbia i termini più semplici. 

Affinchè una frazione si approssimi al valore del» 

B 

R 

la frazione conlinua più della ridotta , conviene che 

v R' 

A R 0 

— sia compresa tra eia ridotta precedente ^-quin- 


di la differenza 
abbiamo 


B 


R 

minore di — 


R' 


q' 


or 


B 

R 

R' 


q_ 

q' 


a q' — B q 


q' B 

+ 1 

q ' q’ II' 


e poiché la prima frazione ha il numeratore maggiore del- 
T unità, non potrebbe essere minore della seconda se non 
quando avesse il denominatore maggiore cioè se B^R'.— 

, ? 


Osserviamo inoltre che 
B 


A . , R 

è compreso tra 


B 


R' 


q' 


e quindi 
differenza 
soluto di 


deve essere compreso tra 


R‘ 

R 


e — , e la 
q 


B 


A 

II' 

R 


— Li— deve essere minore in valore as- 
U 

— Li— ; or abbiamo 


B 


A 

R' 

R 


LL 

q 

(I 

q 


Bq — A'/ 


A'/ 


+ 1 


Q R 


<•. la prima espressione non può essere minore della se- 
conda se non quando A^R. 
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Questa proprietà dimostra che nel ridurre un numero 
in frazione continua si avranno una serie di valori appros- 
simali che saranno i più semplici possibili , avuto riguar- 
do al grado di approssimazione ottenuto. 

5 223. — Applicazioni — Trovare i valori approssimati 
della radice quadrata di 10. 

Poiché la parte intera di /IO è 3, poniamo , 

/10 = 3 4- J- 

y 

si deduce 


J /IO — 3 

e moltiplicando i due termini della frazione per /10-f-3, 
si avrà 

y = /lO-f-3 

y è compresa tra 6 e 7; poniamo adunque 

y = /10^-3=6-f— 

z 

donde 


2-f 


1 


/IO— 3 
/IO = 3 + 1 


quindi z=y, ed i calcoli saranno 


6 + 1 


6 -f 1 


6 + . . . 


E si otterranno per valori approssimati di /IO le ri- 
dotte successive 

, 19 117 721 4443 

’ 6 * 37 ’ 228 ’ 1405 *•* * 

Volendo svolgere in frazione continua /2 che ridotto 
in decimali è 1,4142155; si vedrà che arrestandosi a sole 
4 cifre decimali, i limiti della frazione da svilupparsi so- 
no tra 1,4142 e 1,4143, ora il primo dà la frazione con- 
tinua. 
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1 + 1 

* 2 -fi 

2 + J_ . 

2-h.'. . 

e 1’ altro dà 
1 -f 1 

2 + 1 

2f 1 ' 

2 -fj 

2 -f 1 
1-f • • • 

le quali due frazioni continue sono differenti nel quinto 
loro termine: sicché, se la frazione continua corrisponden- 
te a s/l si volesse svolgere al di là del 4.° termine, non 
basta arrestare a diecimillesimi il fratto decimale rappre- 
sentante da s/l, ma bisogna svilupparlo oltre. 

Un tale sviluppo da >/2 in frazione continua può an- 
cora ottenersi nel seguente modo. 

Poiché \fl è maggiore di 1 per una frazione che sup- 

1 1 

poniamo rappresentata da — ; sarà v^2=l-f — , e però 

z z 

— = s/l — 1, e quindi z.= — i — = /2-f 1=2+— ; 
z V 2 — 1 z 

sicché per ora sarebbe /2 = 1 f 1 

2 -f 1 ; e continuan- 

z 

do a sostituire sempre per z lo stesso suo valore poc’ an- 
zi determinato, si vedrebbe s/l svilupparsi in una frazio - 
ne continua periodica. 

■ Collo stesso metodo sviluppando la quantità irrazionale 
vAz’-fl si troverà 
^ a — fi = a -f 1 

2a -f 1 

la -f 1 

2a-f~ . . . 
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E volendo ridurre in frazioni ordinarie le frazioni con- 
tinue esprimenti \/2 si troveranno 


r * 

2 

5 

12 

29 

70 

L 2 

T* 

12 ’ 

29 ’ 

70 

’ 169 • • ‘ j 

3 

7 

17 

41 

29 

239 

2 ’ 

7» 

12 ’ 

29 ’ 

70 

’ 169 ' * 


LEZIONE XXXV.* 


EQUAZIONI ESPONENZIALI, SEMPLICI 


g 224. — Dicesi esponenziale una equazione quando la 
ignota forma da esponente. 

La più semplice è 1* equazione 

A J — B (1) 


nella quale x rappresenta l’ ignota, ed A e B numeri dati. 

§ 225. — Su questa equazione dobbiamo osservare: 

1. ° Il valore della x che soddisfa la equazione (1) non 
può essere che un solo. — Ed in fatti supponiamo che la 
x avesse due valori m, m' da soddisfare la data equazio- 
ne, sarà A m = B, ed A m ' = B, e quindi dividendo membro 
a membro queste due equazioni si ha A in_m =1. Or per- 
chè questa equazione sia vera è necessario che m— m— o, 
e perciò m deve essere eguale ad m'; adunque è impossi- 
bile che vi sia più di un valore della x da soddisfare la 
equazione (1). 

2. “ Se A è un numero positivo e B negativo, il valo- 
re corrispondente della x deve essere immaginario — Ed 
infatti se diamo un valore positivo ad x , la quantità risul- 
tante A m , chiamando m questo valore, sarà positiva, e se 
si dà ad x un valore negativo — n la quantità risultante 


che è uguale ad 



; ò anche positiva; quindi il va- 


lore della x non può essere nè positivo, nè negativo, per- 
ciò deve essere immaginario. 

3.° Se a B si danno successivamente per valori due 
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minori V uno reciproco dall’ altro , i valori corrispondenti 
di x saranno eguali e di segno contrario. Ed infatti sup- 
poniamo che a B si dà il valore m, ed il valore corrispon- 

1 1 

dente della x sia 1, allora sarà m, e quindi — *= — 

Ai m 

1 i 

ma — = A -/ ; adunque A i * , e' perciò i valori di 

A 1 in 

1 

x corrispondenti ai numeri m, 1’ uno reciproco dall’al- 

m 

tro sono l, — l eguali e di segno contrario. 

4.° Se A è un numero maggiore di, 1 — x sarà un nu- 
mero positivo o negativo , secondo che B è maggiore o 
minore di 1. — Il contrario avviene se A è minore 1. — In- 


m 

fatti se A^l, una potenza positiva qualunque A~ dl ^ 

m n 

sarà maggiore di 1 , poiché A n A 1 "^; dun- - 

in _ 

que v^A ra ossia A n ^ 

Inoltre una potenza negativa qualunque A“ ,u di A è 

1 

minore di A e minore di 1; poiché A m = — — - ; ma A m ^l: 

A 


adunque — 


ovvero A -m è minore di 1. Ora se tutte le 


potenze positive di A sono maggiori di 1 , e le negative 
minori di 1, segue che la a; deve essere un numero po- 
sitivo o negativo secondochè B è maggiore o minore di 

d 

1. — Se A^:l, possiamo porre A— — -, e 1’ equazione (1) 

A 

* ' i 

\ 

si cambierebbe nell’ altra — = B: ed essendo A^l i va- 

, A* 

I 

lori positivi di x rendono e quindi — 7 l; adun- 

que nel caso di A 1 le potenze positive^ di A sono mi- 
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nori di 1 e le negative maggiori di 1; epperò il valore di 
A nella equazione (1) sarà positivo e negativo, secondochè 
B è minore o maggiore di 1. 

5.° Se a B successivamente nella equazione (l);i due 
valori m ed tri sono tali elm m7?m' i valori corrisponden- 
ti della x che dinoteremo con l, ed l' dovranno esser ta- 
li che le? ’l' ovvero l*cl. — In fatti poiché l ed V corri- 
spondono rispettivamente ad m ed vi , si hanno le due 
equazioni A i—m. A i's=m' , dividendo 1’ una per 1’ altra si 


avrà A l ~ 1 ' = 


vi 

vi 


ma 


m 

vi 


■ 1 , poiché insevi; adnn- 


que dovrà essere 17*1', secondo che A ò maggiore o mi- 
nore di 1. 

6." Supponiamo A^l ; e diamo successivamente a B 
i valori o, 1 Aoo , si hanno le equazioni A r = 0, Ar=l , 
A J =X , A'=oo. Ora è evidente che i valori deila x che 
soddisfano questa equazione sono rispettivamente 0,1.. oo. 


Supponiamo che A «il, e poniamo A= 



allora la 


equazione (1) si cambia nell’ altra ~^ 7 — = B. In questa 


equazione diamo successivamente a B i valori 0,1, 


oo , si hanno le quaìtro equazioni 


A'* 


0 , 


A'* 


A' 


1 

A' x 


1 1 

, — r— = co . Perciò è evidente che i valori 


A' 


A'-f 


di x, che soddisfano questa equazione sono rispettivamen- 
te 00, 0, 1 oo. 

§ 226. — Veniamo ora alla soluzione della equazione 
a J =b supponendo amendue i termini a e ò maggiore di 
1. Dando ad x successivamente i valori 0, 1 , 2 ecc.. si 
arriverà a due potenze a“ ed a""*' 1 tra le quali. sarà com- 
preso b -, ed allora è chiaro che x sarà tra n ed n-{-l ; 
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1 

quindi si farà x — n-(- , ; e quindi 1’ equazione a r =*l> 

X 

diventa 

J* ~ b 

a?+ x — b, donde a x = a " 

b' ' 

facciamo — = c, ed innalzando 1’ ultima equazione, ad x', 
a n 

si avrà 

c*' = a 

Ora c è maggiore di 1 e minore di a , poiché b è 
maggiore di a" e minore di a n+I ; adunque facendo le po- 
tenze c 1 , c ! , c 1 ... si vedrà che a è compresa tra due po- 
tenze consecutive c"' e c"' 4 * 1 . Si farà adunque x' = n' -f- 

1 . . 

— e si avra 

o," 

L. i a 

c n ” +x = a, da cui c ' c 11 " 


e quindi innalzando alla potenza x e facóndo — = d 

m C 

% 

si avrà v d e ’'=c 

Operando similmente su questa equazione, si troverà 
tra quali numeri intieri n" ed n"-f-l deve essere x". 

1 

Si farà ancora x "=*n' -f , e si continuerà lo stes- 

x 

so andamento. — Riunendo le relazioni trovate 

x=n-\- -A , x'=n'+ 1, x"=*n”-l — i- ec... 
x x x" 

potrà x esprimersi per questa frazione continua 
x = n-f 1 

n' 4- 1 


n"+ . 
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E per la leoria delle frazioni continue si sa che quan- 
ti più termini si prendono, tanto più e si accosta al vero 
il valore di cc rendendosi l’errore piccolo quanto si voglia. 

§ 227. — Se a e b non sono maggiore di 1 si potrà l’e- 
quazione a* t s= b trasformare in un altra che soddisfaccia 
questa condizione. — Ed infatti sia a7 1, &<£l. risol vere- 

1 

moj’ equazione a T — — , e per soddisfare alla equazione 

6 

data (a,i=b) si prende col segno — il valore positivo tro- 
vato per x. 

Sia a^L 1, e b^. 1, risolveremo 



ed il valore di x preso col segno — soddisferà 1’ equazio- 
ne data. 

Da ultimo siano a e b minori di 1, risolveremo l’e- 
quazione 



la quale è uguale alla equazione data in principio 
§ 228. — Sia da risolversi 1’ equazione 
2* = 7. 


Essendo 7 compreso tra 2* e 2 1 , cioè tra 4 ed 8 si 
porrà 

cc=2+ — 

V 


per cui 



7 

4 


E perchè 2 è compreso tra 
e || , sarà 



ossia tra 
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y=i + 1 
z 


'(4M s 

E perchè è compreso Ira (4r-(-fy , ovvero tra 


4096 32768 

2401 C 16807’ 


donde 


si porrà 

2— i-f -L 

71 

/168')7 V 8 

\16384 / “ 7 


fermando 1’ operazione a questo punto si avrà 

X as= 2 + 1 

1 + 1 


4 + l_ 
n 


14 


si può prendere adunque per le ridotte ~ come valore 

v 

approssimato di x. 

Del medesimo modo si troverà il valore di x nella e- 
quazione 10* = 5 uguale alla frazione continua 

x sse 1 

1+1 
2 + 1 


3 + . . . 

7 

« perciò uguale alla frazione più approssimala — . 

§ 229. Un modo semplicissimo per risolvere le equazioni 
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esponenziali sudetle ci offrono i logaritmi ; ed in effetti 
nella equazione a x = b prendendo i logaritmi dei numeri 
a e b, si avrà 

log. a* = x log. a donde 
a: log. a — log. b 
ed in conseguenza 

logj) 
log. a 

Da ciò che si è dello si deduce che i logaritmi posso- 
no considerarsi come gli esponenti delle potenze a cui bi- 
sogna innalzare una quantità costante , che dicesi base , 
per avere lutti i numeri. 

LEZIONE XXXVI.* . 

CENINO SUI DETERMINANTI PER LA RISOLUZIONE DELL’ EQUA- 
ZIONE DI PRIMO GRADO. 


§ 230. — Se consideriamo un prodotto 

D:=fli b.ì).{a t — Cu).(C!n~ Ct?)*(®n“" ttn— «)* 

nel quale si considerano n quantità o, a, a 3 . . . o„ e le 
differenze delle stesse, prendendo sempre col segno meno 
la quantità che ha l’ indice più piccolo; esso conterrà un 
gran numero di termini, nei quali le quantità a,, a 2 . . . 
a n avranno diversi esponenti. Se consideriamo per esem- 
pio una quantità a, m non già come la m esin,a potenza di 
ai , ma dinota una quantità del lutto indipendente da ai 
e gli esponenti sono riguardali come indici superiori che 
servono a distinguere le quantità rappresentale da quelle 
lettere, il polinomio D diventerà un polinomio A che non 
conterrà, come D, le sole quantità n indipendenti tra lo- 
ro elevale a potenze diverse, ma n* quantità indipendenti 
tra loro , ciascuna al primo grado. Il polinomio A chia- 
masi determinante, e va notalo nel seguente modo 
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i i i i 

a (i a ••• a 
12 3 li 

4 2 3 2 

a & a • • • a 

12 3 n 


n li n n 

Ct Ci Ci ••ad 
12 3 n 

§ 231. — Le quantità a, 1 , a,* a n " diconsi eie- 

menti del determinante. 

Tulli quelli che vi sono allineati orizzontalmente o 
verticalmente formano una linea , le quali poi si distin- 
guono in orizzontali e verticali, e queste ultime si chiama- 
no colonne. 

§ 232. — Gli elementi che hanno eguali i due indici co- 
me a,* a 2 * . . . diconsi elementi principali. 

§ 233. — Chiamatisi elementi coniugati quelli che si de- 
ducono uno dall’ altro permutando tra loro i due indici , 
come a m n , ed a„ m . 

§ 234. — Il numero degli elementi di una linea di un 
determinante dicesi ordine del determinante. 

§ 233. — Principali proprietà dei determinanti. 

' l.° Se in un determinante si sono scambiate tra loro 
due linee di uno stesso nome il valore del determinante 
resta immutato, ma cambia di segno. 

In effetti, cangiare di posto nel determinante due co- 
lonne per es. la b * e la c a , equivale a cambiare nel poli- 
nomio D ab in a c ed a< ; in ab . 

Questo cambiamento non cambia altro che i fattori 
nei quali compariscono ab o a c , cioè, supponendo bT'C, 
i soli fattori 

p * \ 

(ab — a,)(at> — Oj) ... (ab — ac_i)(ab — ac)(ab — ap^i) • • • • • 

(ab— ab_i)(ab. f t — ab) . . . (a n — ab) . . . 

(ac — a,)(a — a 2 ) . . . (ac — ac_t)(ac — a c) • . • 

La permutazione di ab ed ac tra loro muta questi fat- 
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tori gli uni negli altri, ma cambiandone alcuno di segno. 

1. ° I fattori ( ac, — a, (ac — aj)...(a c — a c _i ) 

ed (ab — a t (ab — a*)...^ — ac_, ) 

si cambiano gli uni negli altri. 

2. ® I fattori (ac.*! — ac )(ac^—ac )...(ab_! — c) 

ed (ab " ctc*i)(ab ac.* 2 )».*(ab 

si cambiano gli uni negli altri, ma ciascuno diventa egua- 
le e di segno contrario a quello che gli corrisponde : ed 
essendo i cambiamenti di segno in numero pari , non in- 
fluiscono sul segno del prodotto. 

3. ° Il fattore ab — a c mula segno e non valore. 

Riassumendo adunque l’unico mutamento del prodot- 
to è derivato dal cambiamento di segno di ab — a,- , e 
perciò il i rodotto D ossia il determinante A cambia solo 
di segno per la permutazione di ab ed a c , ovvero per 
la permutazione di due colonne. 

2. * È nullo il valore di un determinante in cui sono 
identiche due linee orizzontali e due verticali. 

Supponendo che nel determinante A vi siano due o- 
rizzonlali e verticali identiche scambiando tra loro queste 
due linee b dinotando con Q il nuovo determinante , pel 
teorema precedente si avrà A = — Q; ma riflettendo d’al- 
tra parte che per lo scambio di due linee che sono iden- 
tiche , il determinante A deve restare qual’ era senza ve- 
i una alterazione, così A sarà identicamente eguale Q, vale 
a dire sarà A— +Q,'e quindi risulta A=0. 

3. ® Per moltiplicare o dividere un determinante ba- 
sta moltiplicare o dividere tutti gli elementi dì una colon- 
na per una quantità qualunque. 

■ Infatti è chiaro che è lo stesso di moltiplicare o di- 
videre tutti i termini del determinante A per una quanti- 
tà q, oppure moltiplicare o dividere per q in ciascuno di 
essi il solo fattore che è potenza di a„ e perciò equivale 
a moltiplicare o dividere per q tutti gli elementi della co- 
lonna a, di A. 

§ 236. — Formazione dei determinanti. — Un determi- 
nante si forma sommando tutti i prodotti che si ottengono 
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permutando in lutti i modi possibili gl’ indici inferiori del 
prodotto 

a,* a,,* a»’ . . . a„" 

e dando il segno opposto a due prodotti che si deducono 
uno dall’ altro permutando tra loro due indici inferiori. 
Esempio — Sia dato il determinante 

1 1 \ 

a a .a 

li 3 

2 2 3 

a a a 
i t 31 

3 5 3 

a a a 

I 2 3 

prendasi il prodotto a, 1 a** as 5 e si otterrà 

a i l a i *a s ì -a i 1 a 3 *a, ì +a i i a s *a, ì -a l t a l 2 a 3 ^a 9 t a i i a3 t -a3 t <h ta t ì 
deducendo in. ogni termine dal precedente colla permuta- 
zione di due indici inferiori e cambiando il segno. 

§ 231. — Risoluzione dell' equazione — Siano date le 
Ire equazioni 

a,oc-4-& 1 i/-{- c i z — 1 h t , 

a 1 x-\-b ì y-\-c ì z=h 2 



a 3 r-\-l> 3 y }-c tl z=h 3 

Formiamo il determinante dei coeflìcienli delle inco- 
gnite. 

a» 6, Ci 

A x= a t t>% c, 
a 3 C;$ 

Moltiplichiamo il determinante per x , per lo che ba- 
sta moltiplicare la prima verticale per x, e si ba 

a , x b t èt 

CtjX C>2 

a 3 x b 3 c 3 

Aggiungasi alla 1.‘ verticale la 2.* moltiplicata per y, 
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e la 3.* moltiplicata per z ; e siccome il determinante non 
si altera, si ottiene 


A x— 


a l x-\-b l y-\-c ì z , hyC t 
aix-\-b’iìj-\-c ì z , /i 2 C2 
(ij3-j-6 3 y-}-CjZ , hsCs 


Osservando che gli elementi della 1." colonna sono i 
primi membri delle equazioni proposte, possiamo sostituir- 
li coi termini noti, e si ha 



hy 

by 


A = 

hì 

b 2 

Ci 


h$ 

b t 

c* 

Donde si ricava 




hy 

by 

Ci 

x— 

h 2 

li 

Ct 


h$ 

h 

Cs 

ltfb* c* — Cz 
ovvero oc — v ■* 


-b «(. 


:A 


vale a dire che 1’ incognita, è uguale ad una frazione che 
ha per denominatore il determinante formato dai coeffi- 
cienti delle equazioni e per numeratore V istesso determi- 
nante scambiando però in esso i coefficienti della inco- 
gnita coi rispettivi termini noti. 


Esempio 


3x- 6y-f52-fl0=0 
5os-{-4y — 4z — 19=0 
2oc — 3,y-f3z-f- 1=0 


Digit zod Go , ;L. 
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x= 

— 10—6 5 
19 4—4 
— 7—3 3 

• | 

3—6 5 
5 4-4 
2-3 3 

_ 7 

— 23 

y= 

3-10 5 
3 19-4 
2— 7 3 

• 

3—6 5 
3 4-4 
2—3 3 

_ 36 

23 

Z = 

3-6-10 
5 4 19 
2-3— 7 

• 

3—6 3 
3 4-4 
2-3 3 

_ 85 

23 


LEZIONE XXXVI I.* (1) 


CENNO SULLA COSTRUZIONE DEGLI OROLOGI SOLARI 

§ 238. — Chiamasi quadrante , o orologio solare , un 
piano nel quale le ore vedonsi indicale dall’ ombra proiet- 
tata da uno stilo piantalo sopra di esso. 

§ 239. — Chiamasi gnomone lo stilo, il quale colla sua 
ombra segna le ore. ' 

§ £40. — Centro del quadrante dicesi il punto in cui 
la estremità del gnomoue è fisso sul piano. 

§ 241. — Vertice del gnomone è 1’ altra estremità libe- 
ra del gnomone. 

§ 242. — Pii- dritto, o altezza del gnomone , è la retta 
che misura la distanza del vertice del gnomone al piano 
del quadrante. 

§ 243. — Base del gnompne è la distanza dal centro del 
quadrante al piè drillo. 

S 244. — Linea meridiana, o semplicemente meridia- 
na , dicesi quella linea condotta sul quadrante , lungo la 
quale il gnomone proietta ogni dì la sua ombra all’ ora di 
mezzogiorno. 

§ 243. — j4reo divisore. Il sole partendo all’ora di mez- 


(a) Lu presento lezione è tolta dal trattato de! distinto Prof. Da 
Camin, cd ha bisogno di essere studiata da quei giovani istruiti e- 
iandio nella trigonometria. 
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zodì da un meridiano vi rilorna il giorno. seguente ancora 
all* ora di mezzodì , e vi rilorna dopo aver descritto con 
moto uniforme una circonferenza , ossia 36o° , nel periodo 
di 24 ore; ogni ora adunque il sole si avanza di 15°, ogni 
minuto si avanza di 15', ogni 4 minuti si avanza di 1°, ec. 
Il numero dei gradi di cui il sole è distante dal mezzo- 
giorno ad una data ora chiamasi 1’ arco divisore di quel- 
ì’ ora. 

§ 246. — Latitudine di un luogo dicesi la distanza di 
quel luogo dall’ equatore misurala in gradi del meridiano 
di quel luogo. 

§ 247. — Longitudine di un luogo dicesi la distanza 
tra il meridiano di quel luogo e quello d’ un altro. Essa 
è orientale o occidentale c si misura dai gradi abbracciati 
tra i due meridiani sul parallelo di uno dei due luoghi. 

La differenza di longitudine porta una differenza nella 
posizione di tutte le ore dei due luoghi ; secondo che la 
differenza di longitudine è occidentale o orientale , le ore 
di un luogo sono posticipate o anticipale di tante volle 4' 
quanti sono i gradi di differenza di longitudine. 

§ 248. — Declinazione del sole. Intendesi la distanza 
angolare del sole dall’ equatore; essa è settentrionale o me- 
ridionale, secondo che il sole declina verso nord o verso 
sud. Dal 22 marzo al 21 settembre è settentrionale, dal 22 
settembre al 20 marzo è meridionale. 

Noi ci occuperemo brevemente a indicare i melodi da 
tenersi nella costruzione , l.° dei quadranti orizzontali di 
mezzodì; 2° dei quadranti verticali di mezzodì; 3.° dei qua- 
dranti verticali di levante o di ponente ; premettendo un 
cenno intorno al metodo da seguirsi per avere la linea me- 
ridiana. 


DELLA LINEA MERIDIANA 

§ 240. — Il metodo più semplice per segnare la linea 
meridiana è il seguente : sopra un piano perfettamente 
orizzontale piantisi un poco inclinalo verso nord uno stilo 
ben diritto e terminato nella sua estremità con una picco- 
la palla. Dal centro di questa palla si faccia cadere una 
verticale sul piano, e seguisi il punto in cui essa vertica- 
le incontra il piano; esso è il piede dello siilo. Verso le 


% 
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ore 9 del mallino , fatto centro in quel punto oon raggio 
un poco minore della lunghezza dall’ombra proiettata dallo 
stilo in quell’ora, si descriva un primo circolo, c quindi 
con raggi successivamente sempre alcun poco minori se ne 
descrivano alcuni altri, per es., cinque in tutti. L’ ombra 
della palla si avvicinerà sempre più al primo circolo de* 
scritto e finirà col toccarlo ; si segni il punto preciso in 
cui il centro dell’ ombra della palla tocca la circonferenza; 
poscia segninsi nello stesso modo gli altri punti successi- 
vamente toccali dallo stesso centro negli altri circoli. — 
Verso le ore due dopo mezzogiorno si ritorni a ripetere 
1’ esperimento dall’ altra parte dei circoli , cioè a segnare 
sopra ciascuno dei circoli i punti nei quali sono toccati 
dal centro dell’ ombra della palla. Terminata anche que- 
sta seconda operazione , si divida per metà ciascuno dei 
cinque archi determinati in tal modo dai due punti d’om- 
bra segnali avanti e dopo mezzogiorno sopra ciascuno di 
essi ; finalmente si faccia passare una linea per il piede 
dello stilo e per i cinque punti di metà di detti archi, se 
1’ operazione fu bene eseguila, i sei punti devono trovarsi 
sopra una medesima linea retta, ed in tal caso quella ret- 
ta è la linea meridiana domandata. 

QUADRANTE ORIZZONTALE DI MEZZODÌ*. 

§ 250. Per la costruzione del quadrante orizzontale di 
Mezzodì, si dovranno fare le seguenti operazioni nelle quali 
supporremo 1’ operatore collocato davanti al quadrante da 
costruirsi e colla faccia rivolta verso mezzogiorno. 

1. " Collocare il piano del quadrante perfettamente oriz- 
zontale c segnare sopra di esso la linea meridiana. 

2. a Preso un punto sopra essa linea meridiana verso 
1’ estremità di mezzogiorno, e fallo centro in esso con rag- 
gio proporzionato alla grandezza del quadrante che si vuol 
coslrurre, descrivere un circolo , e condurre per lo stesso 
punto un diametro perpendicolare alla linea meridiana ; il 
centro del circolo sarà il centro del quadrante, e nel se- 
micircolo chiuso dal diametro resteranno comprese le li- 
nee orarie dalle 6 antimeridiane alle 6 pomeridiane-, le ore 
antimeridiane si devono segnare alla destra e le pomeri- 
diane alla sinistra della meridiana : la metà del diametro 
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a destra è la linea oraria delle sei anlimftridiane , J’ altra 
metà alia sinistra è la linea oraria delle sei pomeridiane. 

3.® Segnare gli archi orarii, cioè gli archi di circo- 
lo, per le estremità dei quali devonsi condurre i raggi che 
saranno le linee orarie , ossia le linee lungo le quali il 
gnomone proietterà la sua ombra nelle differenti ore del 
giorno. 

Gli archi orarii si computano sempre a partire dalla 
linea meridiana dall’ una parte e dall’ altra del circolo. Gli 
archi orarii delle ore antimeridiane sono uguali agli archi 
orarii delle ore pomeridiane ugualmente distanti dal mez- 
zogiorno ; cosi gli archi orarii delle ore 1, 2, 3.... corri- 
spondono rispettivamente agli archi orarii delle ore 11 , 
lo, 9 ... Basterà adunque trovare quelli da una parte della 
meridiana. La formula la quale dà gli archi orarii è la se- 
guente: 

long. tang. a = log. tang. b «f log. sen. c — log. R; 
nella quale colla lettera a si indica 1’ arco orario doman- 
dato colla 6 T arco divisore proprio dell’ ora di cui cerca- 
si l’ arco orario , colla e 1’ angolo della latitudine del 
luogo in cui si costruisce il quadrante , e con R il raggio 
del circolo ; 

log. R è sempre uguale a lo. 

Esempio. Trovasi 1’ arco orario delle ore 11 antim. 
in un quadrante alla latitudine settentrionale di 45°, 8'. 

Si ha in questo caso: 6=15°; c=»45’,8'; e quindi 
sostituendo: 

log. tang. a — log. tang. 15°-f-log. sen. 15°, 8>— log. R 
log. tang. 15' = 9,42805 
log. sen. 45°, 8'= 9,85049 
19,27854 

log. R = 10 

log. tang. a = 9,27854. 

Osservato questo logaritmo nella tavola delle tangenti 
si trova prossimamente: 9,27855 = log. tang. 10°, 45'; 
dunque a = 10% 45’; dunque l’arco orario delle ore 1 1 ant. 
è 10°. 45'. 

é 
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Dovrebbesi pertanto, partendo dalla linea meridiana , 
prendere sul quadrante a destra di essa un arco di 10°, 45'; 
unita 1’ estremità di esso arco col centro del quadrante , 
quel raggio sarebbe la linea oraria delle 11 ani.,' ossia il 
gnomone proietterebbe alle ore 11 ani. la sua ombra so- 
pra di essa. 

Ma poiché per prendere con esattezza un arco occor- 
rono strumenti, che, nè sono nelle mani di tutti, nè lutti 
sanno convenientemente adoperare, cosi crediamo miglior 
partito quello di trovare le corde degli archi orarii, ossia 
la distanza rettilinea tra la meridiana e l’estremità dell’ar- 
co orario. 

§ 251. — Corde orarie. La formula la qnale dà in mil- 
limetri la lunghezza di una corda oraria qualunque in un 
circolo di raggio l m è la seguente: 

, d , a _ 

log- y — l09 * sen * y ~ 7; 

nella quale, d indica le corda domandata, ed a 1’ arco o- 
rario che ad esso corrisponde. 

Esempio. Trovare la corda oraria delle ore 11 anti- 
meridiane in un quadrante alla latitudine settentrionale 
di 45°, 8'. 

Si trova prima 1’ arco orario corrispondente a quell’o- 
ra: T abbiano superiormente ritrovato uguale a lo , 45'. Si 
ha adunque a — 10°, 45', e quindi sostituendo: 

log. ——log. sen . ^ — 7 ;log.— =log.sen.5 , ,22’,30"— 1 7 

M U Là 

log. sen. 5°, 22', 30'' = 8,97162 

7 


log. ~ = 1,97162 

u 

Osservalo il logaritmo 1,97162 nella tavola dei numeri, si 

d 

trova corrispondere al numero 93, 67;dunque:— = 93,67 ; 

M 

e quindi d = 187,54; dunque incorda oraria delle ore 11 

tu 
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è 187 m m , 54. Dunque, se il circolo è descritto con 1 me- 
tro di raggio, per avere la corda oraria domandala basta , 
aperto il compasso di 187 m,m> ,34, mettere una gamba sul 
punto in cui il circolo taglia la linea meridiana, l’altra gam- 
ba segnerà sul circolo il punto delle ore 11, cioè il pun- 
to per il quale devesi far passare la linea oraria delle ore 
11 antimeridiane. 

S 252. — Se il raggio ,del circolo non è di l m * , si 
deve per avere le corde orarie, trovare esse corde ora- 
rie pel circolo di un metro, indi moltiplicarle pel raggio 
del circolo del quadrante. 

Esempio l.° Trovare la corda oraria delle ore 11 
ant. in un quadrante di raggio 0 m *, CO alla latitudine set- 
tentrionale 45°, 8'. 

La corda oraria di quell’ ora pel quadrante di 1“* è: 
187 m,m ' 34; la corda oraria adunque della stessa ora pel 
quadrante di 0 m , 60 sarà: 

I87 m 34, 0°,60 = 112 m,m ', 40. 

Esempio 2.‘ Trovare la corda oraria delle ore 11 
ant. in un quadrante di raggio l m , 45 alla latitudine set- 
tentrionale 45°, 8'. 

Risposta. 187 m - m , 34 - 1,45 = 274 m,m *, 64. 

Con questo metodo si possono avere le corde orarie 
di tutte le ore, mezz’ore, quarti d’ora dalle 6' del mattino 
lino al mezzogiorno, e quindi anche le corrispondenti dal 
mezzogiorno alle 6 della sera. 

§ 253. — Nel caso che si desiderasse che il quadrante se- 
gnasse anche alcuna altra ora prima delle 6 ant. o dopo del- 
le 5 pom. si ricorderà la regola seguente: Si hanno le li- 
nee orarie del 5 3[4 , 5 1x2 , 5 1[4 , 5.... antimeridiane 
prolungando le linee orarie delle 5 3[4 , 5i2, 5 1[4 5.... 
pomeridiane; e si hanno le linee orarie delle 6 lj4 , 6 
1|2, 6 3i4, 7.... pomeridiane, prolungando le linee orarie 
delle 6 1x4, 6 1[2, 6 3x4, 7.... antimeridiane. 

§ 254. — Prendere uno stilo tale, che colla estremità 
della sua ombra possa in lutto il tempo dell’ anno arriva- 
re a toccare la circonferenza del cìrcoio del quadrante. 
La formula, la quale stabilisce in questo caso la lunghez- 
za dello stilo, è la seguente: 
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log. e=log. fi-log. sen. (113°, 27'— c)— log. sen. 66°, 33'; 
Della quale e indica la lunghezza del gnomóne domanda- 
ta, f il raggio del quadrante, e c la latitudine del luogo. 

Esempio. Quanta deve essere la lunghezza del gno- 
móne delle ore in un quadrante di raggio l®*, alla latitu- 
dine 45°, 8'? 

Si ha in questo caso f= 1; c = 45°, 7'; dunque so- 
stituendo: 

log. e=log. 1 — log. sen. 66 , 33' -}- log. sen. 98°, 19'. 

log. 1 = 0,00000 
log. sen. 68°, 19 = 9,96813 

9,96813 

log. sen. 66°, 33' = 9,96256 
log. e = 0,00557 

Al logaritmo 0,00557 nella tavola dei numeri trovasi 
corrispondere prossimamente il numero : 1,013 dunque 
e = 1,013; ossia il gnomóne deve essere lungo l m %013. 

§ 255. — Finalmente collocare il gnomóne sul quadran- 
te. Esso devesi collocare con una estremità infissa nel 
centro del quadrante, inclinalo coll’ altra verso nord e in 
modo che , trovandosi perfettamente nel piano verticale 
che passa per la linea meridiana, ossia non declinando nè 
a destra nè a sinistra di detta linea, formi con essa linea 
un angolo precisamente uguale alla latitudine del luogo. 

Per rendere più facile e più esatta la posizione del 
gnomóne, operazione di tanta importanza, e per avere l’an- 
golo senza bisogno del circolo rapportatore , si potrà tro- 
vare la base del gnomóne , ossia la distanza dal centro 
del quadrante al piè dritto , ossia alla verticale abbassata 
dal vertice del gnomóne sul piano. 

La formula , la quale dà la base del gnomone , è la 
seguente: 

log. h = log. e -}- log. sen. (90 — c) — log. R; 

nella quale h indica la base del gnomóne, c l’angolo del- 
la latitudine ed e la lunghezza del gnomóne. 
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Esempio. Qual è la base di un gnomone di l m *,013, 
collocato sopra un quadrante orizzontale alla latitudine 
settentrionale, 45°, 8'. 

Avremo e = 1,013; c = 45°, 8', e sostituendo: 
log. h = log. 1,013 + log- sen. 44°, 52’ — log. R 


• log. 1,013 = 0,00557 
log. sen. 44,° 52' = 9,84 847 
9,85404 

— 10 

log. h = — 0,14596 

Sia al logaritmo negativo — 0,14596 corrisponde il nu- 
mero 0,7145; dunque h — 0,7145; ossia la base del gno- 
móne deve essere 0 m *, 7145. 

Trovala la base del gnomóne , si prende sopra la li- 
nea meridiana a partire dal centro una parte ad essa u- 
guale; si segna il punto estremo di essa; il gnomóne de- 
ve essere collocato in modo che il piombino abbassato 
dal suo vertice vada a battere precisamente in quel punto , 
estremo ; con questa operazione è collocato in modo da 
formare 1’ angolo richiesto e segnare con esattezza colla 
sua ombra le ore già prima tracciate sul quadrante. 

§ 256. — La formula, la quale dà 1’ ora del levare del 
sole in un’ epoca dell’ anno compresa tra il 21 marzo ed 
il 21 settembre, e quindi anche quella del tramonto (es- 
sendo che 1' una e 1’ altra ora sono sempre ugualmente 
distanti dal mezzogiorno) ad una latitudine qualunque, è: 
log. (sen. 60 — x) = log. tang. t -j- long. lang. c — log. R 
nella quale x indica 1’ arco divisore dell’ ora che si ricer- 
ca; t la declinazione del sole nell’ epoca dell’ anno in qui- 
stione, e c la latitudine del luogo. 

Esempio. A qual ora leva il sole il dì 22 giugno alla 
latitudine 46°, 8' ? 

Si avrà t = 24°, 27; c = 45°, 8' e sostituendo: 
log.(sen.90 — jc)a»log.lang.23",27'-f-log. tang.45’,8— log. R 
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log. tang. 23°, 21' = 9,63126 
log. tang. 45°, 8' = 10,00202 
19,63928 
log. K = 10 

log. sen. (90 — x) — 9,63928 

ma 9,63928 = sen. 25’, 50'; dunque 90 — x = 25°, 50' c 
quindi as=r64°, 10'. 

Dunque 1’ arco divisore dell’ ora del levare del sole è 

aio 4 <y 

64°, 10'; e quindi 1’ ora del levare è - — =4°16', 40". 

15 

Vedesi che con questa formula si può avere una re- 
gola per determinare il numero delle ore che devonsi se- 
gnare sul quadrante: questo infatti è determinalo dall’ora 
del levare del sole del giorno più lungo, cioè del 22 giu- 
gno, nella latitudine del luogo. Nella latitudine 45°, 8', per 
es., basterebbe segnare le ore dalle 4°, 16', 40" del mat- 
tino alle 1°, 43' , 20" della sera ; essendo che in questa 
latitudine il sole nel giorno più lungo d’ estate si trova 
F orizzonte dall’ una all’ altra di quelle ore solamente ; e 
negli altri giorni 1’ ora del levare è sempre ritardata e 
quella del tramonto è sempre accelerata. 

La medesima formula dà 1’ ora del tramonto dal 21 
settembre al 21 marzo; e quindi anche quella del levare. 
Il 22 dicembre, per es., si trova che il sole leva alle 1°, 
43'* 20", e tramonta alle 4°, 16' 40". 

Quadrante verticale di mezzodì. 


§ 251. — In tutti i quadranti verticali supporremo F o- 
peratore rivolto colla faccia verso il quadrante , e quindi 
colla schiena verso il nord nei quadranti di est ; 

Si deve per la costruzione di un quadrante verticale 
di mezzodì: 

l. a Assicurarsi prima di tutto che la superficie del 
quadrante sia verticale ; indi eh’ essa sia rivolta perfelta- 
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mente a mezzodì. Si conosce che il piano è rivolto a mez- 
zodì quando , piantato ad angolo retto sopra di esso uno 
stilo, si trova che all’ ora di mezzodì, segnala da una me- 
ridiana orizzontale, 1* ombra proiettata dallo stile è verti- 
cale, cioè non devia nè a destra nè a sinistra della verti- 
cale condotta dal piede dello stilo sul piano del qua- 
drante. 

2.® Si conduce sulla metà del piano quadrante una 
linea verticale; questa è la linea meridiana del quadran- 
te. E per segnare le corde orarie e quindi le linee orarie, 
e in lutto il resto si opera nello stesso modo, che abbia- 
mo insegnato superiormente come fosse un quadrante o- 
rizzonlale; solamente invece dell’ angolo c, ossia dell’ an- 
golo della latitudine, si prende sempre l’angolo 90— 
o per parlare scientificamente, si prende il complemento 
dell’ angolo della latitudine ; per es. , se si tratta della 
costruzione di un quadrante verticale di mezzodì alla lati- 
tudine di 45°, 8' , basta nelle formule del caso superiore 
in luogo di 45°, 8', mettere 90—43°, 8' ossia 44°, 52' e in 
fine collocare il gnomóne in modo che faccia colla linea 
meridiana 1’ angolo 44°, 52'. 

Qualunque quadrante verticale non può segnare che 
12 ore. Il quadrante verticale di mezzodì segna le 12 dal- 
le 6 ant. alle 6 pomeridiane. 

Quadranti verticali di levante o di ponente. 

§ 258. — Se il piano sul quale vuoisi costrurre il qua- 
drante è rivolto a levante o a ponente , ovvero anche se 
la declinazione orientale od occidentale è molto grande , 
così che anche la lunghezza del gnomóne debba riuscire 
soverchiamente grande, in questi casi si possono costrur- 
re i quadranti nel modo indicato dalle seguenti operazioni. 

1.® Si trova 1’ angolo che la falsa meridiana del qua- 
drante deve fare colla linea verticale. Questo angolo è da- 
to dalla formula: 

log. tang. o=log. tang. (90— c)— j-log. sen. I — log. R 

nella quale c indica la latitudine del luogo , l la declina- 
zione del piano eoi’ angolo domandato. 
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Nel caso dei quadranti rivolti a perfetto levante o po- 
nente si ha l =w 90° , e per conseguenza sen. I =r R e 
quindi 

o = 90 — c; 

i 

ossia uguale al complemento della latitudine del luogo. 

2. * Determinala ad arbitrio la lunghezza del gnomo- 
ne , si trova la distanza della falsa meridiana dalla verti- 
cale. Questa viene data dalla formula: 

log. y sai log. e -f- log. sen. o — log. R 

' ( 

. , \ 

nella quale y indica la disianza domandata, e la lunghez- 
za del gnomóne, eoi’ angolo che la falsa meridiana de- 
ve fare colla verticale. 

3. * Si conduce sul piano del quadrante una verticale 
e da un punto di questa ( alla sinistra se il quadrante è 
di levante , ed alla destra se il quadrante è di ponente ) 
si conduce una retta uguale alla lunghezza del gnomóne, 
e in modo che la sua estremità sia distante dalla vertica- 
le della quantità y, già prima ritrovala. Sarà quella retta 
la falsa meridiana del quadrante. 

4. 8 Per le due estremità della falsa meridiana e sul 
piano del quadrante si conducono due rette ad essa per- 
pendicolari e si prolungano indefinitamente dall’una parte’ 
e dall’ altra della stessa falsa meridiana ; sopra di queste 
due rette devonsi prendere i punti delle linee orarie a par- 
tire sempre dalla falsa meridiana. 

5. a Nelle due estremità della falsa meridiana si pian- 
tano perpendicolarmente al piano del quadrante due stili, 
perfettamente uguali in lunghezza. La lunghezza di essa è 
arbitraria ; solo dipende dalle dimensioni del quadrante , 
come dalle stesse dimensioni dipende la lunghezza del gno- 
móne e della falsa meridiana ad esso uguale. Chiamiamo 
z la lunghezza arbitraria dei due piè dritti. Sulle due e- 
stremità di essi si posa il gnomóne; esso, essendo ugua- 
le alla falsa meridiana, colle sue due estremità poserà so- 
pra le due estremità degli stili, e sarà collocato parallela- 
mente alla falsa meridiana. 
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6. * Si trovano le parli orarie, ossia le parli che de- 
vonsi prendere a partire dalla falsa meridiana sopra le due 
rette ad esse perpendicolarvi per avere le linee orarie. 

Queste parti orarie sono date dalla formula: 

4 

log. h *= log. z -f- log* sen. (b— p) — log. R 

nella quale k indica la parte oraria domandata , b l’ arco 
divisore dell’ ora di cui si ricerca la parte oraria , e p la 
differenza di longitudine del quadrante. 

Si avverta nel calcolare 1’ arco b — p , che gli archi 
che risultano negativi devonsi sempre ritenere come fos- 
sero positivi. 

Ciascuna parte oraria devesi prendere a partire sem- 
pre dalla falsa meridiana sopra tutte e due le perpendi- 
colari; e in quanto alla parte verso la quale devesi pren- 
dere vale la regola generale seguente: nei quadranti di le- 
vante sono alla destra della falsa meridiana tutte le ore 
del mattino contenute nell’ angolo che misura la differen- 
za di longitudine , e le altre sono alla sinistra ; nei qua- 
dranti di ponente invece, sono alla sinistra della falsa me- 
ridiana tutte le ore della sera contenute nell' angolo che 
misura la differenza di longitudine , le restanti sono alla 
destra. 

Per es., in un quadrante di levante , di cui l’angolo 
differenza di longitudine fosse 77% essendo che nell’arco 
77 sono comprese 5 ore (perchè 5 volte 15 sono 75), co- 
sì si dovranno segnare alla destra della falsa meridiana le 
5 ore antimeridiane 7, 8, 9, 10 , 11 , le altre si prende- 
ranno alla sinistra. 

In un quadrante di ponente senza declinazione, ossia 
con differenza di longitudine 90° , essendo nell’ arco 90 
compreso 6 ore , si avrà che 1’ ora 6 pomeridiana sa- 
rà sulla falsa meridiana , le ore 5 , 4 , 3 , 2 , 1 , saran- 
no tutte a sinistra di essa e le altre ore 7 , 8 alla 

destra. 

7. * Segnate in tal modo le parti orarie sopra ciascu- 
na delle due perpendicolari , si uniscono insieme i punti 
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dell’ una coi rispettivi punti dell’ altra ; si hanno così al- 
trettante rette tutte parallele alla falsa meridiana e fra lo- 
ro ; e sono esse rette le linee orarie, ossia le linee sulle 
quali il gnomóne proietta la sua ombra all* ora da ciascu- 
na di esse indicata. 
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